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Zadanie 1. Niech £ bedzie dystrybuanta zmiennej losowej X. Pokaz, ze:
(a) F jest niemalejaca, tj. dla dowolnych s, ¢ € R zachodzi s <t = Fx(s) < Fx(t),
(b) lim F(t)=1 oraz Jim F(t)=0,

(c) F jest prawostronnie ciagla, tj. dla dowolnego a € R zachodzi lim F(t) = F(a),

t—at

(d) Pla< X <b)=F(b)— F(a)dladowolnycha < b€ R.

Definicja 1. Zmienng losowa X, ktérej zbi6r wartosci (oznaczany przez rng(X)) jest przeli-
czalny, nazywamy dyskretna zmienna losowa.

Definicja 2. Funkcja masy prawdopodobienstwa (ang. probability mass function, PMF)
dyskretnej zmiennej losowej X nazywamy funkcjdl] px : tng(X) — [0, 1] zadana wzorem
px(z) = P(X =x).

Zadanie 2. Uzasadnij, ze funkcja masy prawdopodobienstwa px jednoznacznie okresla roz-
ktad dyskretnej zmiennej losowej X (pokaz, jak wyznaczy¢ P(X € A) dla dowolnego
A € B(R), atakze wyraz dystrybuantg F'x zmiennej losowej X przy pomocy px).

Zadanie 3. Z talii 52 kart trzy razy wybieramy niezaleznie i jednostajnie losowo kartg, za
kazdym razem zwracajac wybrang karte do talii. Niech X oznacza ile razy wybraliSmy karte
koloru &. Wyznacz funkcj¢ masy prawdopodobienistwa oraz dystrybuantg zmiennej losowej X .

Zadanie 4. W pewnej grze losowej gracz typuje 5 sposrdd 40 liczb, po czym losowane jest 5
liczb (kazdy wynik losowania jest jednakowo prawdopodobny). Jesli gracz trafnie wytypowat
3 liczby, to wygrywa 100 $, jesli 4, to 1000 $, a jesli 5, to 100 000 $. Niech X oznacza wygrana
gracza w pojedynczej grze. Wyznacz funkcje masy prawdopodobiefistwa zmiennej losowej X.

Zadanie 5. Niech X i Y oznaczaja wyniki dwéch niezaleznych rzutéw szeScienna, syme-
tryczna kostka do gry. Wyznacz funkcje masy prawdopodobienistwa oraz dystrybuanty zmien-
nych losowych U = X + Y oraz V = min{ X, Y'}.

Zadanie 6. (Indykatorowe zmienne losowe) Ustalmy przestrzenn probabilistyczng (2, S, P)
iniech A € S. Zdefiniujmy

L = [ jesliw e A
w g
4 0, jesliwe Q\A.

Pokaz, ze funkcja 1, jest zmienng losowa i wyznacz jej dystrybuantge. Zmienng losowa 1 4
nazywamy indykatorowq zmienng losowq zdarzenia A.

'PMF mozemy rozszerzy¢ na dziedzing R kladac px (z) = 0dlaz € R\ rng(X).



Zadanie 7. Rozwazmy nastgpujaca gre. Poczatkowo w urnie jest jedna czerwona i jedna zie-
lona kula. W kazdej rundzie wybieramy niezaleznie i jednostajnie losowo kulg z urny i jesli ta
jest czerwona, to konficzymy gre, a jesli zielona, to wktadamy ja z powrotem do urny wraz
z dodatkowg zielong kula i kontynuujemy gre. Niech X oznacza dtugos¢ gry (liczbe rund do jej
zakonczenia). Wyznacz funkcj¢ masy prawdopodobienstwa i dystrybuantg zmiennej losowej X.

Zadanie 8. Niech Q = {(z,y) € R*: 2? +¢*> < 1}, S = B(Q) oraz P(A) = \(A)/,
gdzie A(A) oznacza powierzchni¢ (miarg Lebesgue’a) zbioru A € S. Rozwazmy przestrzen
probabilistyczna (2, S, P).

(a) Niech X bedzie zmienng losowa zdefiniowana jako X ((x,y)) = /2% + y2. Jaka jest
interpretacja geometryczna zmiennej losowej X ? Wyznacz dystrybuantg X i naszkicuj
jej wykres.

(b) Kula o promieniu r w przestrzeni R” ma objetos¢ C,, r" dla pewnych statych C,, (np.
2

4
Ci =2, 0y =m (3 = gw, Cy = %). Uog6lnij wynik z podpunktu (a) na kule
w przestrzeni R".

Zadanie 9. (Rozktady mieszane)

(a) Pokaz, ze jesli funkcje F;(t) oraz Fy(t) sa dystrybuantami, to dla dowolnego « € [0, 1]
funkcja F'(t) = aFi(t) + (1 — ) Fy(t) jest takze dystrybuanta.
(b) Niech F(t) bedzie dystrybuanta zmiennej losowej X z zadania [8(a), a Fy(t) dystry-

buanta dyskretnej zmiennej losowej przyjmujacej wartosci 0 i 5 Z prawdopodobien-
1 1
stwem 1 kazda oraz wartos¢ 3 Z prawdopodobienstwem 3 Wyznacz dystrybuante

1
F(t) = ali(t) + (1 - a)Fy(t) dla o = 5 i naszkicuj wykresy F1(t), F3(t) oraz F(2).

% Zadanie 10. Niech (A, ),cn bedzie rozbiciem przestrzeni 2 na zdarzenia i niech (ay,)nen

bedzie ciagiem liczb rzeczywistych. Oznaczmy X = Z an 14, . Pokaz, ze X jest zmienng
neN
losowa i wyznacz wzor na jej dystrybuantg.

% Zadanie 11. Ustalmy przestrzefi probabilistyczng (2, S, P) i niech X: Q@ — R bedzie
zmienng losowa. Dla A € B niech Px(A) = (Po X !)(A) = P(X € A) (Px nazywamy
rozktadem zmiennej losowej X). Pokaz, ze (R, B, Px) jest przestrzenia probabilistyczna.

% Zadanie 12. Niech (2, S, P) bedzie przestrzenia probabilistyczng. Pokaz, ze jesli S =
P (£2), to wszystkie funkcje odwzorowujace €2 na pewien przeliczalny podzbidr zbioru R sa
dyskretnymi zmiennymi losowymi.



