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Z.ADANIA PODSTAWOWE

Zadanie 1. Pokaz przyktad dyskretnych zmiennych losowych X 1Y, ktére nie sa niezalezne,
ale zachodzi E (XY) = E(X)E (V).

Zadanie 2. Pokaz, ze var (aX +b) = a*var (X) dlaa,b € R.

Zadanie 3. Wyznacz wariancj¢
(a) zmiennych losowych X 1Y z zadania 1 z listy 6,
(b) zmiennej losowej o rozktadzie geometrycznym Geo (p),

(c) zmiennej losowej o rozktadzie Poissona Po ().

Zadanie 4. Niezaleznie powtarzamy probe ethernetowa z optymalng warto$cia parametru p az
do pierwszego momentu, w ktérym dowolne z urzadzen uzyska dostep do zasobu (patrz zadanie
8 z [listy 3). Jaki rozktad ma zmienna losowa reprezentujaca liczb¢ wykonanych powtérzen?
Korzystajac z wcze$niej wyznaczonych wzoréw, oblicz jej warto$¢ oczekiwang i wariancjg.

Zadanie 5. Zrédto generuje losowa liczbe N pakietéw zgodnie z rozktadem Poissona z pa-
rametrem \. Kazdy pakiet dociera do celu niezaleznie z prawdopodobienistwem p. Wyznacz
rozktad liczby pakietéw, ktore dotra do celu.

Zadanie 6. Niech X ~ Geo (p) oraz Y ~ Geo (r) beda niezaleznymi zmiennymi losowymi
o rozktadzie geometrycznym. Wyznacz rozktad zmiennej losowej Z = min{ X, Y }.

Zadanie 7. (Wiasnos¢ braku pamigci, ang. memoryless property) Niech X ~ Geo (p).
(a) Pokaz, ze dla dowolnych m,n € N zachodzi P(X =n+m|X >m) = P(X =n).
(b) Zaproponuj rozsqdngq interpretacj¢ powyzszego faktu.

Zadanie 8. Niech R oznacza IQ losowo spotkanej osoby na ulicy. Zatézmy, ze wiadomo,

iz E(R) = 100 oraz var (R) = 100. Zastosuj nieréwno$¢ Markowa oraz Czebyszewa do
oszacowania z géry P(R > 200).

Z.ADANIA DODATKOWE

W zadaniach [0} [I0] i [T 1] zaktadamy, ze kule wrzucane sa niezaleznie i jednostajnie losowo do
n ponumerowanych urn (rozwazamy model jak w zadaniu domowym 2).

Zadanie 9. Niech U" oznacza liczbe pustych urn po wrzuceniu m kul.

(a) Wyznacz E (U").


https://cs.pwr.edu.pl/gotfryd/dyd/mps2024_25/ex/pbb_ex6.pdf
https://cs.pwr.edu.pl/gotfryd/dyd/mps2024_25/ex/pbb_ex3.pdf

(b)

Oznaczmy ui(n) = E (U?) oraz us(n) = E (U!™) dlam = nlnn. Wyznacz lim n(n)

n—oo n,

oraz lim ug(n)
n—oo

Zadanie 10. (Birthday paradox) Niech B, oznacza moment pierwszej kolizji.

(a)

(b)

* (¢)

Wyznacz wzér na E (B,,).
HINT: Wyznacz P(B,, > k) dla k € N i skorzystaj z zadania 6 z listy 6l

Korzystajac z podobnych oszacowan jak w zadaniu 5 z listy 0, wyprowadZ ograniczenie
gérne na E (B,,) postaci a + X, e/ ™F), gdzie o jest pewna stata, a f funkcja n i k. Na-
stepnie oszacuj z gory otrzymang sumg¢ przed odpowiednig catke i wyznacz ograniczenie
gérne na warto$¢ oczekiwana momentu pierwszej kolizji postaci E (B,,) < an® + c dla
odpowiednich statych a, b1i c.
HINT: Do obliczenia calki, ktéra pojawi si¢ we wzorze, uzyj wybranego pakietu matematyczne-
oo .

go lub skorzystaj z faktu, ze / e dy = \éE

0
UWAGA: Stosujac nieco bardziej subtelne techniki pozwalajace na uzyskanie doktad-
niejszych oszacowan i przeprowadzajac zmudne obliczenia mozna pokazac, ze

™m 2 1 /7 1
By = T2 LT o(l).
(Bn) 2+3+12 2n+on
Zat6zmy, ze kazda z m oséb ma urodziny niezaleznie z jednakowym prawdopodobien-
stwem w kazdym z 365 dni (przyjmijmy, ze nie ma lat przestgpnych). Niech A,,, oznacza
zdarzenie, ze co najmniej dwie osoby maja urodziny tego samego dnia. Wyznacz P(A,,)

i oblicz jego wartos¢ dla m réwnego liczbie os6b obecnych na dzisiejszych zajgciach.
Jaka jest najmniejsza wartosS¢ m, dla ktérej P(A,,) > 0,57

Zadanie 11. (Coupon collector’s problem) Niech C,, oznacza minimalna liczbg rzutéw, po
ktérej nie ma juz pustych urn.

(a)

(b)

(c)

Wyznacz E (C),) (podaj mozliwie zwarta posta¢ wzoru) oraz asymptotyke E (C),)
1

(podaj kolejne sktadniki w rozwinigciu asymptotycznym az do O <> ).
n

HINT: Podziel proces na n rund, gdzie k-ta runda rozpoczyna si¢ w pierwszym momencie, w Kté-

rym mamy k — 1 niepustych urn i trwa do momentu, w ktérym wrzucili§my kulg do pewnej pu-

stej urny (czyli do momentu zapetnienia kolejnej urny). Niech Xy, bedzie liczba kul wrzuconych

podczas k-tej rundy. Wyznacz rozktad zmiennych losowych Xy, i wyraz C), przy pomocy Xy.
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Wyznacz doktadny wzér na var (C,,) i pokaz, ze var (C,,) < 5"

HINT: Zauwaz, ze zmienne losowe X z podpunktu (a) sa niezalezne.

Korzystajac z nieréwnosci Czebyszewa oraz ograniczenia gérnego na wariancj¢ z pod-
punktu (b) oszacuj P(|C, — E(C,)| > «-n H,), gdzie « jest pewna dodatnig stata,
a H,, jest n-ta liczba harmoniczng. Co na tej podstawie mozesz powiedzie¢ o koncentra-
cji zmiennej losowej C),, wok6t wartosci oczekiwanej?


https://cs.pwr.edu.pl/gotfryd/dyd/mps2024_25/ex/pbb_ex6.pdf
https://cs.pwr.edu.pl/gotfryd/dyd/mps2024_25/ex/pbb_ex0.pdf

