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Zadanie 1. Niech F' bedzie dystrybuanta zmiennej losowej X . Pokaz, ze:
(@) Pla< X <b)=F(b) — F(a) dladowolnycha < b € R.
(b) F jest prawostronnie ciagta, tj. dla dowolnego a € R zachodzi lim F(t) = F(a).
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Zadanie 2. W pewnej grze losowej gracz typuje 5 sposréd 40 liczb, po czym losowane jest 5
liczb (kazdy wynik losowania jest jednakowo prawdopodobny). Jesli gracz trafnie wytypowat
3 liczby, to wygrywa 100§, jesli 4, to 1000 $, a jesli 5, to 100 000 $. Niech X oznacza wygra-
ng gracza w pojedynczej grze. Wyznacz funkcje masy prawdopodobienistwa oraz dystrybuantg
zmiennej losowej X.

Zadanie 3. Niech X i Y oznaczaja wyniki dwéch niezaleznych rzutéw szescienna, syme-
tryczng kostka do gry. Wyznacz funkcje masy prawdopodobienistwa oraz dystrybuanty zmien-
nych losowych U = X + Y oraz V = min{ X, Y'}.

Zadanie 4. (Indykatorowe zmienne losowe) Ustalmy przestrzen probabilistyczng (€2, S, P).
(a) Dla A € S zdefiniujmy

Ly = {1 jesliw e A
w =
4 0, jesliweQ\A.

Pokaz, ze funkcja 14 jest zmienng losowa 1 wyznacz jej dystrybuantg. Zmienng losowa
14 nazywamy indykatorowq zmiennq losowq zdarzenia A.

% (b) Niech (A, ),en bedzie rozbiciem przestrzeni €2 na zdarzenia i niech (a,,),en bedzie cia-

giem liczb rzeczywistych. Oznaczmy X = Z an 14, . Uzasadnij, ze X jest zmienna
neN
losowa 1 wyznacz jej dystrybuante.

Zadanie 5. Rozwazmy nastgpujaca gre. Poczatkowo w urnie jest jedna czerwona i jedna zie-
lona kula. W kazdej rundzie wybieramy niezaleznie i jednostajnie losowo kul¢ z urny i jesli ta
jest czerwona, to koinczymy gre, a jesli zielona, to wkiadamy ja z powrotem do urny wraz
z dodatkowa zielona kula i kontynuujemy gre. Niech X oznacza dlugos¢ gry (liczbe rund do jej
zakonczenia). Wyznacz funkcj¢ masy prawdopodobienstwa i dystrybuantg zmiennej losowej X.

Zadanie 6. Niech Q = {(z,y) € R*: 2 + ¢* < 1}, § = B(Q) oraz P(A) = \(A)/,
gdzie A(A) oznacza powierzchni¢ (miarg Lebesgue’a) zbioru A € S. Rozwazmy przestrzen
probabilistyczna (2, S, P).

(a) Niech X bedzie zmienng losowa zdefiniowana jako X ((z,y)) = /22 + y2. Jaka jest
interpretacja geometryczna zmiennej losowej X ? Wyznacz dystrybuante X 1 naszkicuj
jej wykres.



(b) Kula o promieniu » w przestrzeni R™ ma objetos¢ C,, r™ dla pewnych statych C,, (np.
2

4
C, = 2,0y =7, Cy = 3™ C, = %). Uogo6lnij wynik z podpunktu (a) na kule
w przestrzeni R".

Zadanie 7. (Rozktady mieszane)

(a) Pokaz, ze jesli funkcje [ (t) oraz Fy(t) sa dystrybuantami, to dla dowolnego « € [0, 1]
funkcja F'(t) = aFi(t) + (1 — ) Fy(t) jest takze dystrybuanta.

(b) Niech Fj(t) bedzie dystrybuanta zmiennej losowej X z zadania [6(a), a Fy(¢) dystry-
buantg dyskretnej zmiennej losowej przyjmujacej wartosci 0 i 3 z prawdopodobien-

1 1
stwem 1 kazda oraz warto$¢ 5 z prawdopodobieristwem 7 Wyznacz dystrybuante

1
F(t) =aFi(t)+ (1 — a)Fy(t) dlaa = 3 i naszkicuj wykresy Fi(t), Fy(t) oraz F'(t).

% Zadanie 8. Ustalmy przestrzeri probabilistyczng (€2, S, P) i niech X: Q@ — R bedzie
zmienng losowa. Dla A € B niech Px(A) = (P o X 1)(A) = P(X € A) (Px nazywamy
rozktadem zmiennej losowej X). Pokaz, ze (R, B, Px) jest przestrzenia probabilistyczna.

% Zadanie 9. Niech (€2, S, P) bedzie przestrzenia probabilistycznga. Pokaz, ze jesli S =
P (), to wszystkie funkcje odwzorowujace 2 na pewien przeliczalny podzbiér zbioru R sa
dyskretnymi zmiennymi losowymi.



