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Zadanie 1. Niezależnie powtarzamy próbę ethernetową z optymalną wartością parametru p aż
do pierwszego momentu, w którym dowolne z urządzeń uzyska dostęp do zasobu (patrz zadanie
8 z listy 3). Jaki rozkład ma zmienna losowa reprezentująca liczbę wykonanych powtórzeń?
Korzystając z wcześniej wyznaczonych wzorów, oblicz jej wartość oczekiwaną i wariancję.

Zadanie 2. Źródło generuje losową liczbę N pakietów zgodnie z rozkładem Poissona z pa-
rametrem λ. Każdy pakiet dociera do celu niezależnie z prawdopodobieństwem p. Wyznacz
rozkład liczby pakietów, które dotrą do celu.

Zadanie 3. Niech X ∼ Geo (p) oraz Y ∼ Geo (r) będą niezależnymi zmiennymi losowymi
o rozkładzie geometrycznym. Wyznacz rozkład zmiennej losowej Z = min{X, Y }.

Zadanie 4. (Własność braku pamięci, ang. memoryless property) Niech X ∼ Geo (p). Po-
każ, że dla dowolnychm,n ∈ N zachodzi P (X = n+m |X > m) = P (X = n). Zaproponuj
rozsądną interpretację tego faktu.

Zadanie 5. NiechX ∼ N (0, 1). Wyznacz wzór na momenty zmiennej losowejX , tj. E(Xk)
dla k ∈ N.

Zadanie 6. Niech X1, . . . , Xn będą i.i.d. zmiennymi losowymi o rozkładzie Exp (1). Wy-
znacz rozkład zmiennej losowej Y = min{X1, . . . , Xn}. Uogólnij ten wynik na przypadek,
gdy Xi, i ∈ {1, . . . , n}, są niezależnymi zmiennymi losowymi o rozkładzie wykładniczym
Xi ∼ Exp (λi) dla pewnych dodatnich stałych λ1, . . . , λn.

Zadanie 7. Niech X będzie zmienną losową o o rozkładzie arcusa sinusa, tj. rozkładzie cią-
głym z dystrybuantą

F (t) =


0, gdy t < 0 ,
2
π
arcsin(

√
t), gdy t ∈ [0, 1] ,

1, gdy t > 1 .

(a) Wyznacz gęstość f(t) zmiennej losowej X .

(b) Oblicz E (X) oraz var (X).

(c) Narysuj (np. przy pomocy jakiegoś pakietu matematycznego) wykresy dystrybuanty
F (t) oraz gęstości f(t).

Zadanie 8. Zmienna losowa ma rozkład Cauchy’ego z parametrami a ∈ R oraz γ > 0, jeśli
jej gęstością jest funkcja

fa,γ(t) =
1
π

γ

(t− a)2 + γ2
.

(a) Narysuj wykres funkcji fa,γ dla różnych wartości parametrów a oraz γ.

(b) Spróbuj wyznaczyć wartość oczekiwaną zmiennej losowej o rozkładzie Cauchy’ego.
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https://ki.pwr.edu.pl/gotfryd/dyd/ppb2025_26/ex/ppb_ex03.pdf


⋆ Zadanie 9. (memoryless property) Niech X ∼ Exp (λ). Pokaż, że dla dowolnych
s, t ∈ R+ zachodzi P (X > s+ t |X > s) = P (X > t).

⋆ Zadanie 10. Ustalmy λ ∈ R+ oraz k ∈ Z+ i niech t > 0. Rozważmy zmienne losowe

T ∼ Gamma
(
k,
1
λ

)
oraz X ∼ Po (λt). Pokaż, że P (T ¬ t) = P (X ­ k).
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