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UWAGA - Jest to lista dodatkowa. Zadania z tej listy omawiamy na zajeciach jesli mamy pew-
nos¢, ze do konca semestru zdazymy przerobi¢ wszystkie zadania bez % z pozostatych list.

W ponizszych zadaniach rozwazamy model z zadania domowego 2 — zaktadamy, ze kule wrzu-
cane sg niezaleznie i jednostajnie losowo do n ponumerowanych urn.

Zadanie 1. Niech U]" oznacza liczbe pustych urn po wrzuceniu m kul.

(a)

(b)

Wyznacz E (U").
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Zadanie 2. (Birthday paradox) Niech B, oznacza moment pierwszej kolizji.

(a)

(b)

(c)

Wyznacz wzoér na E (B,,).
HINT: Wyznacz P(B,, > k) dla k € N i skorzystaj z zadania 3 z listy 6.

Korzystajac z podobnych oszacowar jak w zadaniu 5 z listy 0, wyprowadZ ograniczenie
gérne na E (B,,) postaci a + X, e/ (™F), gdzie o jest pewna stata, a f funkcja n i k. Na-
stepnie oszacuj z gory otrzymang sumg¢ przed odpowiednig catke i wyznacz ograniczenie
gérne na warto$¢ oczekiwana momentu pierwszej kolizji postaci E (B,,) < an® + c dla
odpowiednich statych a, b i c.
HINT: Do obliczenia calki, ktéra pojawi si¢ we wzorze, uzyj wybranego pakietu matematyczne-
go lub skorzystaj z faktu, ze / e dy = \é%

0
UWAGA: Stosujac nieco bardziej subtelne techniki pozwalajace na uzyskanie doktad-
niejszych oszacowan i przeprowadzajac zmudne obliczenia mozna pokazac, ze

™m 2 1 T 1
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Zatézmy, ze kazda z m os6b ma urodziny niezaleznie z jednakowym prawdopodobien-
stwem w kazdym z 365 dni (przyjmijmy, ze nie ma lat przestgpnych). Niech A,, oznacza
zdarzenie, ze co najmniej dwie osoby maja urodziny tego samego dnia. Wyznacz P(A,,)
i oblicz jego wartos¢ dla m réwnego liczbie os6b obecnych na dzisiejszych zajgciach.
Jaka jest najmniejsza warto$¢ m, dla ktérej P(A,,) > 0,57


https://ki.pwr.edu.pl/gotfryd/dyd/ppb2025_26/hw/ppb_hw2_25-26.pdf
https://ki.pwr.edu.pl/gotfryd/dyd/ppb2025_26/ex/ppb_ex06.pdf
https://ki.pwr.edu.pl/gotfryd/dyd/ppb2025_26/ex/ppb_ex00.pdf

Zadanie 3. (Coupon collector’s problem) Niech C,, oznacza minimalng liczbg rzutéw, po
ktérej nie ma juz pustych urn.

(a)

(b)

(©)

Wyznacz E (C),) (podaj mozliwie zwarta posta¢ wzoru) oraz asymptotyke E (C),)
1

(podaj kolejne sktadniki w rozwinigciu asymptotycznym az do O <> ).
n

HINT: Podziel proces na n rund, gdzie k-ta runda rozpoczyna si¢ w pierwszym momencie, w kt-
rym mamy k — 1 niepustych urn i trwa do momentu, w ktérym wrzucili§my kulg do pewnej pu-
stej urny (czyli do momentu zapetnienia kolejnej urny). Niech X, bedzie liczba kul wrzuconych
podczas k-tej rundy. Wyznacz rozktad zmiennych losowych Xy, i wyraz C), przy pomocy Xj.
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Wyznacz doktadny wzér na var (C,,) i pokaz, ze var (C,,) < ry n?.

HINT: Zauwaz, ze zmienne losowe X}, z podpunktu (a) sa niezalezne.

Korzystajac z nierdwnosci Czebyszewa oraz ograniczenia gérnego na wariancj¢ z pod-
punktu (b) oszacuj P(|C, — E(C,)| > «-n H,), gdzie « jest pewna dodatnig stata,
a H,, jest n-ta liczba harmoniczna. Co na tej podstawie mozesz powiedzie¢ o koncentra-
cji zmiennej losowej C), wokét wartosci oczekiwanej?



