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Zadanie 1. Wyznacz wszystkie o-ciata podzbioréw zbioru Q2 = {1, 2, 3}.

Zadanie 2. Ustalmy niepusty zbidr indekséw 1" (przeliczalny lub nieprzeliczalny). Niech §;,

1 € T, beda o-ciatami podzbioréw (2. Pokaz, ze S = ﬂ S; jest takze o-cialem podzbioréw ().
i€T

Zadanie 3. Udowodnij, ze dla dowolnej ustalonej rodziny A podzbioréw zbioru ) istnieje

najmniejsze (w sensie inkluzji) o-ciato podzbioréw €2 zawierajace A.

Zadanie 4. Niech 2 = {1,2,...,10}, A = {1,2,3,4} oraz B = {3,4,5,6}. Wyznacz naj-
mniejsze o-ciato podzbioréw przestrzeni 2 zawierajace rodzing {A, B}. Jaka jest moc tego
o-ciata? Pokaz przyktad podzbioru {2, ktéry nie nalezy do wyznaczonego o-ciata.

Zadanie 5. Niech ) # A C B C Q. Wyznacz cialo zbioréw generowane przez rodzing
{A, B}.

Zadanie 6. Niech A = {A;,..., A,} bedzie skoficzong rodzing podzbioréw przestrzeni .
Wyznacz o-ciato o(.A) generowane przez rodzing 4. W tym celu wykonaj nastgpujace kroki.

(a) Dlaciagéw n € {—1,1}" zdefiniuj A, = () A7, gdzie A' = A, A~t = AC.
i=1

(b) ,,Przyjrzyj si¢” tak okreS§lonym zbiorom A,,. Pokaz, ze:
i) jeslin,7 € {-1,1}",n# 71,10 A, N A, =0,
i) (J{A,:ne{-1,1}"} =0,

(¢c) DlaT C {—1,1}" oznaczmy Ay = | J A,.

neT

(d) Pokaz,ze o(A) = {Ar: T C {-1,1}"}.

Zadanie 7. Niech S bgdzie o-ciatem podzbioréw 2 i niech A C 2. Oznaczmy Sy = ANS =
{ANB: B € §}.Pokaz, ze S4 jest o-cialem podzbioréw zbioru A.

Definicja. o-ciato generowane przez rodzine wszystkich otwartych podzbioréw przestrzeni R?,
d € 7., nazywamy o-cialem zbioréw borelowskich R? i oznaczamy przez B(R%)]T]

Fakt. Niech A; = {(a,b): a,b € R, a < b} oraz Ay = {(a,b) x (¢,d): a,b,c,d € R,
a<b, c<d}. Wowczas B(R) = o(A;) oraz B(R?) = o(As).

Zadanie 8. Niech B = B(]0, 1]) oznacza rodzing podzbioréw borelowskich odcinka [0, 1]
iniech S = {B x [0,1]: B € B}. Pokaz, ze S jest o-cialem podzbioréw zbioru [0, 1]
(0,12 = [0,1] x [0,1]).

ITy definicje mozemy rozszerzyé na dowolne przestrzenie topologiczne.
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ZADANIA NIEOBOWIAZKOWE

Na listach zadait moga pojawiac si¢ zadania oznaczone symbolem s do samodzielnej pra-
cy w domu. Sa to zadania nieobowigzkowe, ale niekoniecznie trudne. Osoby zainteresowane
tematyka szczegolnie zachgcam do zastanowienia si¢ nad ich rozwigzaniami. Jesli wystarczy
czasu, zadania te mozna omawiaé na ¢wiczeniach po zrobieniu wszystkich zadan bez gwiazdki.

% Zadanie 9. Pokaz przyktad ciala zbioréw, ktdre nie jest o-ciatem.
% Zadanie 10. Niech (2 bedzie niepustym zbiorem i niech
C = {A C Q: Ajest przeliczalny lub A jest przeliczalny} .

Pokaz, ze:
(a) C jest o-ciatem podzbioréw (2,
(b) C=oc({{z}: 2z €Q}).
Uwaga dot. nazewnictwa. Zbiér A taki, ze AC jest przeliczalny (ang. countable), nazywamy

zbiorem koprzeliczalnym (ang. cocountable). Podobnie, zbiér A taki, ze A® jest skoiczony,
nazywamy zbiorem koskoniiczonym (ang. cofinite).

% Zadanie 11. Niech S bedzie o-cialem podzbioréw 2. Pokaz, ze S jest albo skorczony,
albo nieprzeliczalny (innymi stowy, nie istnieja nieskoficzone przeliczalne o-ciata).

% Zadanie 12. Niech A, B € B([0,1]). Pokaz, ze A x B € B([0,1]?).
HINT: Zauwaz, ze A x B = (A x [0,1]) N ([0,1] x B).



