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Zadanie 1. Kule i urny, patrz np. rozdziat 5 w [MU17]

Jednym z klasycznych modeli probabilistycznych majacym zastosowania w algorytmice jest
model kul i urn (ang. balls and bins). W modelu tym m kul kolejno wrzucanych jest niezaleznie
1 jednostajnie losowo do n ponumerowanych urn. Wrzucenie m kul do n urn w taki sposéb
mozemy utozsamiaé z losowa funkcja ze zbioru {1,...,m} w zbiér {1,...,n} (formalnie,
przestrzenia zdarzen elementarnych jest wéwczas zbiér 2., = {1, ..., n}{md),

Celem tego zadania jest eksperymentalne wyznaczenie nastepujacych wielkoSci:

(a) B, —moment pierwszej kolizji; B,, = k, jesli k-ta z wrzucanych kul jest pierwsza, ktéra
trafita do niepustej urny (paradoks urodzinowy, ang. birthday paradox),

(b) U,, —liczba pustych urn po wrzuceniu n kul,

(¢c) C, — minimalna liczba rzutéw, po ktérej w kazdej z urn jest co najmniej jedna kula
(pierwszy moment, w ktérym nie ma juz pustych urn; problem kolekcjonera kuponow,
ang. coupon collector’s problem),

(d) D, — minimalna liczba rzutéw, po ktérej w kazdej z urn sa co najmniej dwie kule (the
siblings of the coupon collector / coupon collector’s brother),

(e) D, — C,, —liczba rzutéow od momentu C;, potrzebna do tego, zeby w kazdej urnie byty
co najmniej dwie kule.

Zaimplementuj symulacje obejmujace wykonanie dla kazdego n € {1000, 2000, . .., 100000}
po k = 50 niezaleznych powtérzen eksperymentu wrzucania kul do urn i zapisanie (np. do
pliku) wszystkich powyzszych statystyk. Pojedyncze powtdérzenie eksperymentu moze polegac
na wrzucaniu kul az do pierwszego momentu, w ktérym w kazdej z urn sa co najmniej dwie
kule i zliczaniu ,,po drodze” badanych statystyk.

Zadbaj o to, aby generator liczb pseudolosowych uzyty w symulacjach byt ,,dobry” (tj. miat do-
bre wlasnoSci statystyczne). Przyktadowo, standardowa implementacja funkcji rand () w je-
zyku C nie jest dobrym generatorem. Mozesz wykorzysta¢ np. generator Mersenne Twister.

Po zakonczeniu symulacji, korzystajac z zebranych danych, dla kazdej z badanych zmiennych
losowych (B, U,, C,, D, oraz D, — C,) przedstaw na wykresach za pomoca wybranego
narzedzia (np. numpy, Matlab, Mathematica, ...) wyniki poszczegdlnych powtérzen (k punktow
danych dla kazdego n) oraz ich wartos$¢ Srednig jako funkcje n. Wyniki poszczegdlnych préb
oraz ich Srednie nanie$ na wspdlny wykres tak, aby mozna bylto tatwo okresli¢ ich koncentracje
wokot wartosci Sredniej.

Dodatkowo wykonaj nastgpujace wykresy (ponizej b(n), u(n), ¢(n) i d(n) oznaczaja, odpo-
wiednio, Srednig warto$¢ B,,, U,,, C,, 1 D,, dla danego n):
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https://en.wikipedia.org/wiki/Mersenne_Twister

(b) iloraz

jako funkcja n,

c(n) ¢(n) c(n)

(c) iloraz —=, ——— oraz ——=
n nlon n?
dw) d(w) - d(n)
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(e) iloraz d(n) - C(n>, d(n) = c(n) oraz M jako funkcja n.
n nlnn nlnlnn

jako funkcja n,

(d) iloraz jako funkcja n,

Uwaga. W ZADANIU DOMOWYM 3. bedziemy dalej pracowaé z modelem kul i urn w kontek-
Scie zastosowan algorytmicznych (problem balanced allocation). Warto wigc przygotowaé im-
plementacje tak, zeby mozna byto ja ponownie wykorzysta¢ (po odpowiednich modyfikacjach).
Tam bgdziemy bada¢ m.in. maksymalna liczbg kul w urnie po wrzuceniu n kul (maximum load).

Zadanie 2. Przedstaw wyniki eksperymentéw z zadania 1. i odpowiedz na ponizsze pytania.
(a) Zaprezentuj wykresy, zwigzle omow uzyskane rezultaty i przedstaw wnioski.

(b) Napodstawie wykresow krétko scharakteryzuj koncentracje wynikow uzyskanych w po-
szczegllnych powtdérzeniach wokdét wartosSci Sredniej dla badanych wielkosci.

(c) Na podstawie wykreséw postaw hipotezy odnosnie asymptotyki wartosci Srednich bada-
nych wielkoSci i uzasadnij ich wybdr (w razie potrzeby w niektérych wykresach mozesz
zastosowac skalg logarytmiczng).

(d) Zaproponuj rozsadne uzasadnienie uzycia nazw birthday paradox oraz coupon collec-
tor’s problem pojawiajacych si¢ w zadaniu 1. (przedstaw stojace za nimi intuicje).

(e) Jakie znaczenie ma birthday paradox w kontekScie funkcji hashujcych i kryptograficz-
nych funkcji hashujcych?

Rozwiazanie zadania obejmujace
* implementacj¢ symulacji (kod Zrédtowy w wybranym jezyku programowania) oraz

» uzyskane wyniki 1 wyciagnigte na ich podstawie wnioski (pdf z wykresami i samodzielnie
napisanymi zwiezlymi opisami wynikéw, wnioskami oraz odpowiedziami do zadania 2)

nalezy przestaé na platform¢ MS Teams. Nie nalezy dotaczaé zadnych zbgdnych plikéw.

Uwaga! — taczna objetos¢ tekstu (bez wykreséw) nie powinna przekroczy¢ 2 stron A4 (rozmiar
czcionki min. 11 pt., marginesy min. 1,5 cm kazdy, interlinia > 1).
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