Rozdzial 1

Rachunek zdan

Rachunek zdan jest dziatem logiki rozwazajacym prawa rzadzace zdaniami lo-
gicznymi. Bada on wtlasnosci spéjnikéw logicznych stuzgcych budowaniu zdan
ztozonych.

1.1 Pojecie zdania

Przez zdanie rozumieé¢ bedziemy wypowiedz, ktora orzeka o stanie $wiata. Wy-
powiedZ ta moze byé¢ zgodna z faktycznym stanem i wtedy mamy do czynienia
ze zdaniem prawdziwym. W przeciwnym przypadku, gdy wypowiedz nie jest
zgodna ze stanem faktycznym, mamy do czynienia ze zdaniem falszywym.

Zdaniem jest zatem tylko taka wypowiedz, co do ktérej mozemy stwierdzié jej
prawdziwosé lub falszywosé.

Zdaniem w sensie rachunku zdan nie jest zatem pytanie, cho¢ oczywiscie jest
ono zdaniem jezyka naturalnego.

Ciekawym zdaniem twierdzgcym jezyka polskiego, ktore nie jest zdaniem w
sensie rachunku zdan jest ,,To zdanie jest fatszywe’. Nie mozna okresli¢ jego
prawdziwosci, bo jesli jest prawdziwe, to zgodnie z tym co twierdzi, jest falszywe.
Nie jest rowniez fatszywe, bo zgodnie z tym co twierdzi, byloby prawdziwe.

Przyktady zdan:

o Zbior pusty zawiera w sobie tylko zbior pusty. (prawda)
o Nie ma najwickszej liczby catkowitej. (prawda)
e Nie ma najwiekszej liczby catkowitej w typie in. (falsz)

Ze zdan mozemy budowaé¢ zdania ztozone laczac je spdjnikami: i”, ,lub”,
»jesli, to”, wtedy i tylko wtedy”. Szczegbdlnym spoéjnikiem jest ,nieprawda, ze”
poniewaz nie taczy on dwoch zdan ale stoi przed jednym zdaniem.

Przyktady zdan ztozonych:

1Typ dostepny miedzy innymi w jezyku C i C++.
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10 ROZDZIAL 1. RACHUNEK ZDAN

Pada deszcz lub swieci storice.

Jesli pada deszcz, to ulice sq mokre.

Nieprawda, ze rzeka Wista jest dtuzsza od rzeki Nil.

NULLE| jest pustym wskaznikiem i nul]ﬂ jest pustym wskaznikiem.

1.2 Jezyk formalny
Rachunek zdan postuguje sie formalnym jezykiem, na ktory sktadaja sie:

1. Spojniki zdaniowe A (koniunkcja, czytamy ,i”), v (alternatywa, czytamy
Jub”), — (implikacja, czytamy ,jesli, t0”), - (negacja, czytamy ,nieprawda,
ze”).

2. Zmienne zdaniowe p, ¢, T, s,t, p1, pa, . . . (nieskoniczony ale przeliczalny zbior
zmiennych).

Za pomoca spojnikéw i zmiennych zdaniowych mozna budowaé schematy zdan.
Schemat zdania méwi nam jak zbudowane-jest zdanie, przy czym zmiennym
zdaniowym odpowiadaja dowolne zdania.,

Przyktady schematéw i odpowiadajacych im zdan:

Schemat \ Zdanie

pAg Pada deszcz i jest pochmurno.

pVq Jest pochmurno lub $wieci storice.

—p Nieprawda, ze $wieci storice.

pV =D Jest dobrze lub nieprawda, ze jest dobrze.
p—q Jezeli pada deszcz, to ulice sa mokre.

Prawdziwo$¢ zdan zbudowanych ze spojnikow zalezy jedynie od prawdziwosci
taczonych tymi spojnikami zdan.

Na przyktad jesli wiemy, ze zdanie Z, jest prawdziwe a zdanie Z, jest falszywe,
to zdanie Z, i Z, jest falszywe (koniunkcja jest prawdziwa tylko wtedy, gdy oba
jej czlony sa prawdziwe).

1.3 Stale logiczne i warto$ciowanie

Oznaczmy przez stalyg T warto$é¢ logiczna ,prawda” a przez stala F wartosé lo-
giczna ,falsz”.

*Stala w jezyku programowania C
*Stowo kluczowe jezyka programowania Ada
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Gdy méwimy, ze p ma warto$¢ T', to rozumiemy przez to, ze zdanie odpo-
wiadajace zmiennej zdaniowej p jest prawdziwe. W przeciwnym przypadku p ma
wartosé¢ F', co oznacza, ze zdanie odpowiadajace zmiennej p jest falszywe.

Do wyliczania wartosci logicznej formul zbudowanych ze spéjnikéw, mozna
poshuzy¢ sie ponizsza tabelka:

p|l-q|pArg|pvalp—yq
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Jak widaé¢ formuta —p ma wartosé logiczng do wartosci formuty p. Formuta
p A g ma wartos¢ T wtedy, i tylko wtedy, gdy zaréwno p jak i ¢ maja wartosci
T. Formula p v ¢ ma wartos¢ F' wtedy, i tylko wtedy, gdy zaréwno p jak i ¢
majg wartosé¢ F. Formuta p — ¢ jest falszywa wtedy, i tylko wtedy, gdy p jest
prawdziwe a q falszywe.

Przypisanie wartosci logicznych T' i F' wszystkim zmiennym zdaniowym wy-
stepujagcym w formule nazywamy wartosciowaniem.

Przyktady wartosciowan zmiennych p;q,r i odpowiadajace im wartosci lo-
giczne formuty p A (¢ v =r):

wartosciowanie || p A (¢ vV =r)
p=T,q=Fr=F T
p=T,q=F,r=T F
p=Fq=Tr=F F

1.4 Speinialnosé

Literami greckimi oznaczaé¢ bedziemy formuly rachunku zdan.

Ciekawym zagadnieniem jest stwierdzenie czy istniejg takie przypisania warto-
$ci T'1 F' do zmiennych wystepujacych w formule «, ze wartoscia logiczng formuty
a jest T.

Jesli takie przypisanie wartosci istnieje, to méwimy, ze formuta a jest spet-
nialna.

Rozpatrzmy na przyktad formute o = p —» (p vV ¢). Ma ona wartos¢ T w
przypadku gdy poprzednik implikacji p ma wartos¢ F' (bez wzgledu na wartosé
logiczna nastepnika implikacji p V ¢). Zatem formula « jest spelniona np. przez
wartosciowanie p = F,q = T.
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1.5 Tautologie

Rachunek zdan bada, miedzy innymi, czy kazde zdanie jakie odpowiada danemu
schematowi jest prawdziwe. O takich schematach moéwi sie, ze sa tautologiami.
Tautologia rachunku zdan jest zatem taka formuta «, ze przy kazdym warto-
Sciowaniu ma ona wartosé¢ logiczng T
Przyktady tautologii:
pvY —p
=(p A —p)
p—=p
p—= (V)
(pAg)—p

1.6 Dowodzenie tautologii

Tautologie sa prawami rachunku zdan i jako takie wymagaja udowodnienia.
Przedstawione zostana dwie metody dowodzenia tautologii.

1.6.1 Metoda zero-jedynkowa

Metoda zero-jedynkowa polega na utworzeniu tabelki, w ktorej dla kazdej zmien-
nej zdaniowej wystepujacej w dowodzonej formule jest kolumna. Tabela taka ma
tyle wierszy ile jest mozliwych warto$ciowari. Jesli w formule wystepuje n réz-
nych zmiennych zdaniowych, to tabela bedzie miata 2" wierszy (kazda zmienna
moze przyjaé¢ dwie wartosci wiec liczba wartosciowan jest réwna liczbie wariacji
z powtorzeniami ciggu dtugosci n ztozonego z dwoch wartosci F i T)).

Dowodzona formuta jest tautologia, wtedy i tylko wtedy, gdy przy kazdym z
2" warto$ciowan ma ona wartosé¢ logiczna T

Rozpatrzmy dla przykladu formute (p = —=p) —» —p:

p|-plp—=-p|(—-p)—-p
F|[ T T T
T| F F T

W powyzszej tabeli jest jedna kolumna dla zmiennej p. W kolejnych kolum-
nach wymieniono podformuty sktadajace si¢ na dowodzona formute i ja sama.
Sa tylko dwa mozliwe wartosciowania p = F i p = T i w kazdym wierszu im
odpowiadajacemu w ostatniej kolumnie znajduje sie warto$é T, co dowodzi, ze
formula (p — —p) — —p jest tautologia.

Rozpatrzmy jeszcze jeden przyktad, tym razem z wieksza liczba mozliwych
warto$ciowan:
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lpAglpvr|(Aag) = (pvr)
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Jak wida¢ w ostatniej kolumnie odpowiadajacej formule (p A ¢) = (p vV r)
sg same wartosci T, zatem formuta ta jest tautologia.

Glowng zaleta metody zero-jedynkowej jest jej prostota. Ma jednak ona za-
sadnicza wade. Ot6z aby sprawdzi¢ czy formula zawierajaca n zmiennych jest
tautologia nalezy, w najgorszym przypadku, wypetnié¢ 2" wierszy tabeli. Oczy-
wiscie jesli formuta nie jest tautologig, to mozemy natrafi¢ duzo wczesniej na
wartosciowanie, przy ktérym formuta ma wartosé F' ale w przypadku tautolo-
gig, trzeba przejrze¢ wszystkie 2" wierszy. Juz dla n = 30 liczba wierszy moze
przekroczy¢ miliard.

1.6.2 Tabele semantyczne

Za pomocag metody tabel semantycznych mozna sprawdzié¢ czy dla danej formuty
istnieje wartosciowanie, przy ktérym ma ona warto$¢ réwna T, tzn. sprawdzié
spelnialnosé tej formuty.

Metoda ta polega na tworzeniu drzewa, ktérego wierzchotkami sa sekwen-
cje formul (ciagi formul oddzielonych przecinkami). Wierzchotek zawierajacy
sekwencje formul aq, s, ..., a, odpowiada poszukiwaniu wartoSciowania, ktére
jednoczesnie spelia formuty aq, as, . . ., ay,, tzn. przy tym wartoSciowaniu wszyst-
kie te formuty majg wartosé logiczna T'.

Zaprezentujemy metode tabeli semantycznej na przyktadzie badania spehial-
nosci formuty (p v q) = (p A q).

Na rysunku przedstawiono konstrukcje tabeli semantycznej. W korzeniu
znajduje sie formuta (p v ¢) = (p A ¢). Cheemy znalezé¢ dla niej wartosciowanie
ja spelniajgce. Pamietamy, ze implikacja o — 8 ma wartos¢ T jesli formuta
« ma warto$¢ F' lub formuta § ma wartos¢ T'. Zatem szukamy wartosciowanie
spelniajace formute =(p Vv ¢), a jesli to sie nie powiedzie, to zaczniemy szukac
warto$ciowania spetniajacego formute p A g. W tabeli semantycznej zaznaczamy
to rysujac rozgalezienie prowadzace od formuly (pv¢q) — (pAq) do dwoch formut
~(pVvaq)ipAg

Zajmijmy sie teraz formula =(p Vv ¢). Wiemy, ze formuta o v § ma wartos¢ F'
wtedy, i tylko wtedy, gdy zaréwno formuta « jak i formula 5 maja wartos¢ F. W
tabeli semantycznej zaznaczamy to rysujac galaz prowadzaca od formuty —(pVv q)
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(pvaq)—(pAq)

/N

-(pVvaq) PAg

—-p, 7q

Rysunek 1.1: Tabela semantyczna dla formuty (p v q) = (p A q)

=((pAg) = (pvr))
pAg—=(pVvr)

b,q, _'(p \ T)

p,q,=p, T

Rysunek 1.2: Tabela semantyczna dla formuty =((p A ¢) = (p v 1))

do sekwencji dwoch formul —p, ~g (obie te formuly musza by¢ spelnione jedno-
czesnie).

Zauwazmy, ze wszystkie formuly znajdujace sie w sekwencji —p, =g sa albo
zmiennymi albo negacjami zmiennych. Co wiecej, nie wystepuje w tej sekwencji
zadna zmienna jednoczesnie zanegowana i niezanegowana (nie ma zmiennej, ktora
jednoczesnie musiataby mie¢ wartos¢ F' i T). Zatem sekwencji tej odpowiada
wartodciowanie p = F,q = F. Latwo sprawdzié¢, ze przy tym wartosciowaniu
formuta (p v q) = (p A q¢) ma warto$¢ T zatem jest spelnialna.

Jesli umiemy zastosowaé¢ metode tabel semantycznych do badania spelnial-
noéci dowolnej formuty «, to mozemy zastosowaé jg do sprawdzania czy formula
a jest tautologig. W tym celu zamiast stosowaé ja dla formuty o nalezy spro-
bowaé¢ znale$é¢ warto$ciowanie spetniajace —a. Jesli sie to powiedzie, to znaczy,
ze w pewnym wartosciowaniu formuta o ma wartos¢ F' a zatem nie jest tauto-
logia. Jesli natomiast nie znajdziemy wartosciowania spetniajacego formule —q,
to $wiadczy¢ bedzie o tym, ze formula a jest tautologia.

Sprawdzmy czy formula (p A ¢) = (p V r) jest tautologia. Na rysunku[1.2]
przedstawiono tabele semantyczna dla formuty —=((p A ¢) = (p v r)).

Sekwencja p, q, ~p, =7 7 ostatniego wierzchotka w drzewie zawiera zaréwno
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zmienng p jak i jej negacje —p, zatem nie ma wartosciowania odpowiadajacego
temu wierzchotkowi. ZbadaliSmy wszystkie mozliwe wierzchotki w drzewie zatem
nie ma warto$ciowania spelniajacego formute =((p A ¢) = (p v r)). Wynika z
tego, ze formula (p A q) = (p v 1) jest tautologia.

Podsumowujac:

1. Metoda tabel semantycznych stuzy znajdowaniu warto$ciowana spetniaja-
cego zadang formute.

2. Stosujac metode dla formuly —a mozna rozstrzygnaé czy formuta a jest
tautologia (nie moze istnie¢ wartosciowanie spelniajace formute —a, tzn.
kazda gataz drzewa koriczy sie wierzchotkiem zawierajacym w sekwencji
formul pewna zmienna i jej negacje).

3. Przy duzej liczbie zmiennych, metoda tabeli semantycznej moze byé¢ duzo
bardziej efektywna (szybsza) niz metoda zero-jedynkowa.

1.7 Zwiazki rachunku zdan z teorig informatyki

Zagadnienie rozstrzygania spelhialnosci formuly rachunku zdan odgrywa bardzo
wazng role w informatyce.

W tym punkcie bedziemy rozwazaé abstrakcyjne modele obliczen, tzn. nie
mamy na mysli konkretnych komputeréow ale chcemy powiedzieé¢ cos ogdlnego
o bardzo szerokiej klasie probleméw rozwiazywanych przy uzyciu klasycznych
komputerow.

Na poczatek nalezy wyjasni¢ pojecie deterministycznej maszyny obliczenio-
wej. Jest nig maszyna wykonujaca program, w ktéorym dalszy tok obliczen zalezy
tylko od historii obliczenn przeprowadzonych do danego miejsca. Nie ma zatem
podczas jej dziatania takich sytuacji, ze dochodzi ona do pewnego miejsca i dalsze
obliczenia moga potoczy¢ sie na conajmniej dwa sposoby i zaden warunek moz-
liwy do sprawdzenia przez maszyne nie determinuje, ktoéra ze Sciezek obliczen
wybrac.

Dla przykladu, w jezyku C/C++ mozliwe jest rozgaltezienie Sciezki obliczen
za pomoca instrukeji warunkowych (if i switch) ale to ktora $ciezka obliczenia
potocza sie dalej jest wyznaczone na podstawie warunku lub wyrazenia, ktorych
wartosci zaleza tylko od biezacego stanu obliczeni (od biezacych wartosci danych).

Podobnie w jezyku maszynowym mozliwe jest wykonywanie skokéw warunko-
wych (wykonaja sie lub nie) ale zalezy to od bitow rejestru zawierajacego znacz-
niki ustalone w spos6b deterministyczny podczas wezesniejszych obliczen.

Maszyna niedeterministyczng jest maszyna, podczas dziatania ktorej moze, ale
nie musi, dochodzié¢ do sytuacji gdy maszyna musi wybraé¢ kolejna instrukcje pro-
gramu sposréd dwoch mozliwych i wezedniejsze obliczenia nie determinuja tego
wyboru.
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Mozemy sobie wyobrazi¢, ze w jezyku C/C++ na taka niedeterministyczna ma-
szyne, sa dodatkowe dwa stowa kluczowe select i or. Dzieki tym stowom zapisy-
waloby sie instrukcje select A or B, ktéra nakazywalaby komputerowi wybor
miedzy jedna z dwoch instrukeji A i B.

Rozpatrzmy nastepujaca funkcje:

int nondet(int x)

{
int y;
select y=x - 1lory=x+1;
return y;

¥

Funkcja taka zwracalaby warto$¢ o jeden mniejsza albo o jeden wieksza od
argumentu x i nic nie determinowatoby, ktéra z tych dwoch wartosci zwroci.

Nalezy zauwazy¢, ze nie jest to zwrdcenie jednej z dwoch wylosowanych war-
tosci. Raczej mozna zalozy¢, ze pewna dobra Wrc’)Zk;ﬁ podpowiada maszynie,
ktora z dwoch instrukeji wykonad.

Co maja wspolnego maszyny niedeterministyczne i spetnialno$é formut zda-
niowych? Ot6z maszyna niedeterministyczna moglaby za pomocg niedetermi-
nistycznych wyboréow odgadywaé wartosciowanie a nastepnie bardzo szybko (w
czasie liniowo zaleznym od dtugosci formuly) sprawdzaé czy odgadniete warto-
Sciowanie faktycznie spelia formule (czy ma ona wartos¢ T w tym wartosciowa-
niu).

Oto program pseudokodzie na maszyne niedeterministyczna, ktéry w czasie
liniowym w stosunku do dlugosci formuly rozstrzyga czy formula « jest spet-
nialna:

for all variable X in formula Alpha do
select X := T or X :=F;

if Alpha then

formuta jest speinialna
else

formuta nie jest speinialna

Informatycy symbolem P oznaczajg klase wszystkich probleméw decyzyjnych,
dla ktorych odpowiedz TAK albo NIE maszyna deterministyczna znajduje w
czasie wielomianowym w stosunku do rozmiaru danych tego problemu.

4Pomysl z wrozka nie jest tak idiotyczny jakim poczatkowo sie wydaje. Komputery kwan-
towe zamiast wrézki staraja sie w obliczeniach uwzgledni¢ wszystkie takie rozgatezienia na
jakie natrafity w trakcie obliczenn. Mozna sobie wyobrazi¢, ze komputer kwantowy wykonu-
jac instrukcje select y = x - 1 or y = x + 1 podstawilby pod zmienng y warto$¢ bedaca
jednoczesnie o jeden mniejszg od x i o jeden wiekszg od x. Do zrozumienia tego trzeba zainte-
resowac sie fizyka kwantowa.
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Przyktadem problemu z klasy P jest np. znalezienie odpowiedzi na pytanie,
czy mozna dojechaé z Jeleniej Gory do Warszawy po trasie krotszej niz 470 km.

Z kolei symbolem NP oznaczamy klase wszystkich probleméw decyzyjnych,
dla ktorych odpowiedz TAK albo NIE maszyna niedeterministyczna znajduje w
czasie wielomianowym w stosunku do rozmiaru danych tego problem

Jedyne czego jestesmy pewni, to ze P € N'P. Sformulowano jednak hipoteze,
ze

P+ NP.

Wedtug tej hipotezy maszyny niedeterministyczne potrafia w czasie wielomia-
nowym rozwigzaé takie problemy decyzyjne, ktérych maszyny deterministyczne
nie potrafig rozwigzaé w czasie wielomianowym.

Problem rozstrzygniecia spelialnosci formut rachunku zdan, oznaczany skro-
tem SAT, nalezy do klasy probleméw NP. Innym przyktadem problemow z tej
klasy jest decyzyjny problem komiwojazera, w ktorym poszukujemy odpowiedzi
na pytanie czy mozna objechaé¢ zadane miasta (przejezdzajac przez kazde mia-
sto dokladnie raz) i wroci¢ na poczatek trasy pokonujac odlegtosé krotsza od
podanego limitu.

Problem SAT ma zaskakujaca wtasnosé.- Ot6z kazdy problem decyzyjny
P € NP mozna w czasie wielomianowym sprowadzi¢ deterministycznie do roz-
strzygniecia problemu SAT dla pewnej formuly « zaleznej od problemu P (mozna
na podstawie problemu P zbudowaé¢ w czasie wielomianowym te formule). Za-
tem gdyby$my umieli w czasie wielomianowym na maszynie deterministycznej
rozstrzygaé¢ problem SAT, to umielibyémy w czasie wielomianowym rozwiazy-
waé na maszynie deterministycznej kazdy problem z klasy N'P. Obaliliby$my w
ten sposob hipoteze P # NP.

®Skrot NP jest od Nondeterministic Polynomial. Nie jest zatem prawda, jak mozna
napotka¢ w wielu publikacjach, ze oznacza on problemy niewielomianowe.



