Rozdzial 2

Algebra Boole’a i uklady logiczne

W Dodatkuprzedstawiono elementy teorii mnogosci a w Dodatku przed-
stawiono pokrotce elementy algebry (miedzy innymi struktury algebraiczne).
2.1 Zbior wartosci i operacje

Niech €2 bedzie dowolnym zbiorem zawierajacym dwa szczegdlne elementy 01 1.
Na elementach zbioru €) okreslone sg nastepujgce trzy operacje:

dopelnienie O : Q -
suma + : QX Q- Q
iloczyn +: QX Q- Q
Algebrag Boolea nazywamy strukture algebraiczng
(©,0,1,+,-,0),
w ktorej operacje rzadza sie nastepujacymi prawami:
tacznos¢ a+ (b+c)=(a+b)+c, a-(b-c)=(a-b)-c
przemiennoéé¢ a+b=b+a, a-b=b-a
absorpcja a+ (a-b) =a, a-(a+b)=a
rozdzielno$¢ a+ (b-¢) = (a+b)-(a+¢), a-(b+¢)=(a-b)+ (a-c)
pochtanianie a +a =1, a-a=0
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2.2 Przyklady algebr Boole’a

2.2.1 Rodzina podzbioréw

Niech X bedzie dowolnym niepustym zbiorem. Za zbiér wartosci przyjmijmy

zbior potegowy P(X), ktory sktada sie ze wszystkich podzbioréw zbioru X.
Elementem 0 algebry o zbiorze wartosci Q2 = P(X) przyjmiemy zbior pusty @,

natomiast elementem 1 tej algebry bedzie caly zbior X (oczywiscie 0,1 € ).
Za operacje sumy przyjmujemy operacje sumy mnogosciowej:

A+B=AuB={r€e X|re Avz e B}.
Za operacje iloczynu przyjmujemy operacje czesci wspolnej:
A-B=AnB={reX|re Anz € B}.
Za operacje dopelienia przyjmujemy dopelnienie mnogosciowe:
A=A={z e X|z ¢ A}

Jako ¢wiczenie mozna sprawdzié, ze tak przyjete operacje oraz elementy 01 1
spetniaja warunku wymagane przez algebre Boole’a.

2.2.2 Logika boolowska

Za zbioér wartosci przyjmiemy zbior dwuelementowy €2 = {0, 1}.
Operacje sumy, iloczynu i dopelnienia zdefiniujemy w postaci ponizszych ta-
belek:

a‘bHa+b a‘bHcpb
o[o] 0 ol[o] o ala
01 1 0|1 o0 01
110 1 10 o 10
1)1 1 11| 1

Powyzsza algebra w naturalny sposéb odpowiada logice rachunku zdan. War-
tos¢ 0 odpowiada logicznej wartosci fatszu F' a warto$é¢ 1 odpowiada logicznej
wartodci prawdy P.

Operacje dopetnienia, sumy i iloczynu odpowiadaja kolejno logicznym spéj-
nikom negacji (—), alternatywy (V) i koniunkeji (A).

W praktyce znajduje szczegblne zastosowanie operacja roznicy symetrycznej
oznaczanej symbolem @, a ktora zdefiniowaé¢ mozemy nastepujaco:

a®b=(a-b)+ (a-b).

W ponizszej tabelce podano zaleznosé wartosci roéznicy symetrycznej od jej
argumentow:
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Operacja & ma, miedzy innymi, nastepujace wtasnosci:

1. Jest taczna, czyli mozna zmieniaé¢ kolejnosé jej wyliczania (przestawia¢ na-
wiasy).

2. Dla dowolnej wartosci z € {0, 1}, zachodzi rownos¢ =z & x = 0.
3. Dla dowolnej wartosci z € {0, 1}, zachodzi rownos¢ z @ 0 = x.
4. Dla dowolnej wartosci z € {0, 1}, zachodzi réwnos¢ x @ 1 = .

Operacje roéznicy symetrycznej nazywa sie tez operacja sumy modulo dwa.
Faktycznie jej wartos¢ mozna policzy¢ ze wzoru

a®b=(a+0b) mod2,

gdzie + jest operacja dodawania liczb catkowitych a operacja mod 2 wylicza
reszte z dzielenia przez 2.

Roéznice symetryczng nazywa sie rowniez alternatywa wykluczajaca bo odpo-
wiada spojnikowi albo (ma wartosé 1 gdy jeden z argumentéw ma wartosé 1 ale
nie oba jednoczesnie).

Wartos¢ 0 1 1 nazywaé bitami (od ang. BInary digiT).

Przedstawimy teraz zastosowanie dla réznicy symetrycznej. Prosze zwro-
ci¢ uwage, ze ponizszy przyklad nalezy traktowaé pogladowo (w praktyce stosuje
sie wartosci dtuzsze niz jednobitowe).

Zalozmy, ze dwie osoby Alice i Bo znaja wspolny klucz k € {0,1} (jest to
ich wspolna tajemnica, ktora nie dziela sie z innymi).

Alice ma komunikat d € {0,1}. ktory chce przesta¢ do Boba. Nie chce
jednak przestaé¢ go jawnie, gdyz kto$ podstuchujacy linie komunikacyjng mogtby
go poznac.

Przed wystaniem komunikatu, Alice wylicza szyfrogram ¢ = d @ k. Oczywi-
Scie w pewnych sytuacja bit szyfrogramu ¢ bedzie taki sam jak bit oryginalnej
wiadomodci d, a czasami inny.

Alice wysyta Bobowi szyfrogram c. Bob aby odczytaé oryginalng wiadomosé
wylicza warto$¢ ¢ ® k. Poprawno$é tego protokotu przesytania komunikatdw
mozna sprawdzi¢ nastepujaco:

c®@k=(dok)ok=de(kok)=de®0=d.

1Przy omawianiu protokolow, czesto przyjmuje sie dla pierwszego agenta imie Alice a dla
drugiego Bob.
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Do korica tego wykltadu bedziemy zajmowac sie logika boolowska z operacjami
na bitach.

2.3 Operacje bitowe

Operacje zdefiniowane na pojedynczych bitach mozna uogdlni¢ na ciggi bitéw
ustalonych dlugosci (oba argumenty operacji powinny sktadaé sie z tej samej
liczby bitow).

Aby wyliczyé operacje bitowg na ciggach bitéw, wystarczy liczyé kolejne bity
wyniku bit po bicie:

00 11 0 0 1 1 0 0 1 1
+ 0 1 01 01 01 @ 01 01 oo0o1 01
01 11 0 0 0 1 01 10 1 010

2.3.1 Reprezentacja liczb calkowitych

Zanim przystapimy do omoéwienia podstawowych operacji na bitach jakie mozna
wykonaé¢ np. w jezyku C/C++, przedstawimy reprezentacje liczb catkowitych.

Liczby bez znaku

Istnieje dokladnie 2" mozliwych ciggéw zlozonych z n bitéw. Mozemy traktowaé
je jako reprezentacje liczb calkowitych nieujemnych o zakresie wartosci od 0 do
2" —1.

Standard jezyka C/C-++ nie okresla ile bitow maja reprezentacje standar-
dowych typow. Wiadomo tylko, ze sa to wielokrotnosci 8 bitéw nazywanych
bajtami.

Dostepny jest w C/C++ operator sizeof, ktory dla danego typu podaje ile
bajtéw pamieci zajmuje dana tego typu.

Standard jezyka C méwi nam tylko tyle:

1 = sizeof(unsigned char) < sizeof(unsigned short int) <

< sizeof(unsigned int) < sizeof(unsigned long int).

Na komputerze jaki mam w pracy na biurku wartosci sa nastepujace:

sizeof(unsigned char

sizeof(unsigned short int

) 1
) 2
sizeof(unsigned int) 4
) 8

sizeof(unsigned long int
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Zatem dopuszczalne zakresy wartosci dla powyzszych typdéw sa nastepujace:

unsigned char = 0..255
unsigned short int = 0..65535
unsigned int = 0..4294967295
unsigned long int = 0..18446744073709551615

Liczby ze znakiem

Gdy zastanawiamy sie jak mozna zapisaé liczbe ze znakiem, ktéra przyjmowataby
wartosci ujemne, dodatnie i zero, to przychodzi do glowy pomyst aby pierwszy
od lewej strony bit uznaé za bit znaku (0 - liczba nieujemna, 1 - liczba ujemna).

Takie rozwigzanie ma jednak wazna wade. Bylyby dwie reprezentacje liczby 0.
Ot67 stowo ztozone z samych zer oznaczatoby zero nieujemne a stowo, ktére po
jedynce ma same zera, oznaczaloby zero ujemne (rézne od zera nieujemnego).

Przyjeto inny sposéb reprezentowania liczb ze znakiem. Nazywa sie on kodem
uzupetnien do dwdch (oznacza U2) i pozwala na n bitach zapisac liczby catkowite
od =2""" do 2" — 1.

Pierwszy bit stowa uznaje sie za bit znaku. Dla liczb nieujemnych ma on
warto$é rowng 0 a dla liczb ujemnych ma wartosé 1.

Jesli bit znaku ma warto$¢ 0, to na pozostalych n — 1 bitach zapisanych
jest 2"~ wartosci nieujemnych z zakresu od 0 do 1.

Jesli bit znaku ma warto$¢ 1, to na pozostalych m — 1 bitach zapisanych
jest 2" wartosci ujemnych z zakresu od —2"" do 1.

Kod U2 dla czterech bitéw podano w tablicy

Liczby w kodzie U2 mozna wyobrazaé sobie, ze leza na okregu. Idac od
wartosci 0, zgodnie ze wskazéwkami zegara, znajduja sie kolejno liczby dodatnie
1,2,..., 2" 1. Robiac jeden krok dalej wpadamy na najmniejsza wartosé —o !
i dalej idac zgodnie ze wskazowka zegara, mijamy kolejne coraz wieksze wartosci
az do —1, za ktéra powracamy do poczatkowej wartosci 0.

Poruszajac sie w przeciwng strone, po minieciu najmniejszej wartogci —2"
wpadniemy na najwieksza warto$é dodatnig 2" — 1.

Co do dtugosci dostepnych typow catkowitych ze znakiem, standard jezyka C
méwi nam tylko tyle:

-1

1 = sizeof(signed char) < sizeof(short int) < sizeof(int) < sizeof(long int).
Na komputerze jaki mam w pracy na biurku wartos$ci sa nastepujace:

sizeof(signed char

sizeof(short int

sizeof(int

I
O = DN =

)
)
)
)

sizeof(long int
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Tablica 2.1: Czterobitowy kodu U2.

bity H warto$é
00 0 0 0
0 0 0 1 1
0 0 1 0 2
0 0 1 1 3
01 00 4
01 0 1 5
01 1 0 6
0 1 1 1 7
1 0 0 0 -8
1 0 0 1 -7
1 0 1 0 -6
1 0 1 1 -5
1 1 0 0 -4
1 1 0 1 -3
1 1 10 -2
11 1 1 -1

Zatem dopuszczalne zakresy wartosci dla powyzszych typoéw sa nastepujace:

-128..127

signed char

short int = —32768..32767
int = —2147483648..2147483647
long int = —=9223372036854775808 .. 9223372036854775807

Ze sposobem kodowania U2 wiaze sie pewna ciekawostka. Ot6z o wartosci
bezwzglednej |z| wiemy, ze jest ona nieujemna dla dowolnej wartosci liczbowej
x. Funkcja, ktora w C/C++ oblicza wartosé¢ bezwzgledna dla liczby z typu int
jest standardowa funkcja abs(x), znajdujaca si¢ w bibliotece glibc.

Okazuje sie, ze ponizsza formuta:

Y seins abs(x) = 0

nie jest prawdziwa (!).
Gdy zajrzymy do zrodet funkcji abs, przekonamy sie, ze jest ona zdefiniowana
nastepujaco:

int
abs (int i)
{
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return i < 0 7 -i : 1i;

+

Wyrazenie 1 < 0 7 -i : 1 wylicza sie nastepujaco: jesli wartos¢ parame-
tru i jest ujemna, to wartoscig funkcji abs jest -i. W przeciwnym przypadku
wartoscig jest i.

Stata INT_MIN oznacza w C najmniejsza warto$¢ w typie int, natomiast stata
INT_MAX oznacza najwicksza warto$¢ w typie int.

Pamietajac, ze wartosci typu int nie leza symetrycznie wzgledem zera (war-
tosci ujemnych jest o jedna wiecej niz dodatnich), wyliczy¢ mozemy, ze

—INT_MIN = INT_MAX + 1 = INT_MIN.

Zatem abs (INT_MIN) = INT_MIN < O.

Zapamietajmy nastepujace zaleznosci:
INT_MAX + 1
INT_MIN -1

INT_MIN
INT_MAX

Operacje bitowe w C/C++

W ponizszej tabelce podano jakie operatory jezyka C/C++ odpowiadaja opera-
cja na bitach z logiki boolowskiej:

logika boolowska ‘ jezyk C/C++ ‘ operacja

+ | suma
& iloczyn
o - dopekienie
& - réznica symetryczna

Dostepne sa rowniez w C/C++ nastepujace operacje:

jezyk C/C++ ‘ operacja
X >>n przesuniecie wartosci x o n bitéw w prawo
X << n przesuniecie wartosci x o n bitéw w lewo

2.3.2 Ustawianie bitu

Aby ustawi¢ na 1 w wartoSci x reprezentowanej n bitami (b,_;, b,—o, . .., by) bit
na pozycji k € {0,1,...,n — 1} nalezy policzy¢ maske zlozong z n bitow, ktora
na pozycji kK ma 1 a na pozostatych 0.

Maska taka jest wartosé 1 << k, czyli liczba 1 przesunieta w lewo o k bitow.

Wartoéé x | (1 << k) na pozycjach innych niz £ ma te same bity co war-
tos¢ x, natomiast na pozycji k ma ustawiong 1 (bez wzgledu na to jaka byta
wezesnie] wartosé tego bitu).

Zatem w wyniku wykonania instrukcji x |= 1 << k zostanie na pozycji k-tej
w wartodci x wpisana jedynka.
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2.3.3 Testowanie bitu

Aby sprawdzi¢ czy w wartosci o reprezentowanej n bitami (b,_1, b2, . . ., by) bit
na pozycji k € {0,1,...,n— 1} ma wartos¢ 1, nalezy policzy¢ maske zlozong z n
bitéw, ktora na pozycji k ma 1 a na pozostatych 0.

Wartosé x & (1 << k) jest r6zna od zera jedynie wtedy, kiedy w wartosci x
na k-tej pozycji byta jedynka.

2.3.4 Negowanie bitu

Aby zanegowa¢ w wartosci = reprezentowanej n bitami (b,_1,b,_s, ..., by) bit na
pozycji k € {0,1,...,n — 1} nalezy policzy¢ maske ztozona z n bitow, ktora na
pozycji k ma 1 a na pozostalych 0.

Masksg taka jest warto$é 1 << k, czyli liczba 1 przesunieta w lewo o k bitow.

Wartosé x ~ (1 << k) rézni sie od wartosci x na pozycji k-tej, natomiast
pozostale bity sa takie same.

Zatem w wyniku wykonania instrukcji x ~= 1 << k zostanie w wartosci x
zanegowany doktadnie jeden bit na na pozycji k-tej.

2.3.5 Kasowanie bitu

Aby skasowaé¢ w wartosci x reprezentowanej n bitami (b,,_;, b,,—o, ..., by) bit na
pozycji k € {0,1,...,n — 1} nalezy policzy¢ maske zlozong z n bitow, ktora na
pozycji k ma 0 a na pozostatych 1.

Maska taka jest wartosé¢ ~(1 << k), czyli negacja wszystkich bitow w liczbie
1 przesunietej w lewo o k bitow.

Wartosé x & ~(1 << k) rézni sie od wartosci x na pozycji k-tej, majac tam
0 (pozostalem bity sa takie same).

Zatem w wyniku wykonania instrukcji x &= ~(1 << k) zostanie w wartosci
x wyzerowany dokladnie jeden bit na na pozycji k-tej.

2.3.6 Przyklad zastosowania

Rozpatrzmy nastepujacy przyktad, w ktéorym chcemy policzyé ile jest jedynek
w binarnej reprezentacji wartosci typu unsigned long int. Wartosci tego typu
moga stuzyé¢ do reprezentowania podzbioréw 64-elementowego zbioru. Ich zapis
binarny mozna traktowaé¢ jako funkcje charakterystyczna, ktora dla danej war-
tosci okresla czy warto$é ta nalezy do podzbioru (bit réwny 1) czy nie nalezy
(but réwny 0). Zliczanie jedynek w binarnej reprezentacji podzbioru odpowiada
zatem zliczaniu liczby jego elementéow (ang. cardinality).

Pierwsza wersja funkcji int cardinality(unsigned long int subset) wy-
glada nastepujaco:
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k
-
y 1/00000...0| = x
& y 0[11111..1] =x -1
y 0{00000...0| = x & (x - 1)

Rysunek 2.1: Kasowanie najmniej znaczacej jedynki.

int
cardinality (unsigned long int subset)
{
int counter = 0;
while(subset)
{
counter += subset & 1;
subset >>= 1;
}
return counter;

3

Petla while wykonywana jest tak dtugo, dopoki warto$é subset jest rézna
od zer (co najmniej jedna jedynka pozostata w jej binarnej reprezentacji).

Instrukcja counter += subset & 1 powieksza wartosé licznika o wartosé naj-
mniej znaczacego bitu w wartosci subset, natomiast instrukcja subset >>= 1
przesuwa warto$¢ subset o jeden bit w prawo, wypychajac najmniej znaczacy
bit poza zakres.

Powyzsza funkcja ma jedna wade, w najgorszym przypadku wykonuje tyle
iteracji jak dluga jest reprezentacja wartosci subset (maksymalnie 64 iteracje).

Mozna zapisaé¢ funkcje w takiej postaci aby liczba iteracji byta doktadnie
rowna liczbie jedynek w binarnej reprezentacji wartosci subset.

W tym celu nalezy zastosowaé instrukcje, ktoéra kasuje doktadnie jedna je-
dynke w binarnej reprezentacji subset.

Taka instrukcja jest subset &= subset - 1. Aby przekonaé sie, ze dziata
ona poprawnie, rozpatrzmy jak wyglada reprezentacja dowolnej wartosci subset.

Na rysunku przedstawiono binarng reprezentacje wartoéci z > 0. Konczy
sie ona k = 0 bitami 0, przed ktérymi jest bit 1 a przed nim dowolny ciag

2Przypominam7 ze w jezyku C/C++ kazda warto$é¢ calkowita rézna od zera oznacza, w
kontekscie warunku logicznego, prawde.
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(by¢ moze pusty) bitow y. Reprezentacja wartosci 2 — 1 rozni sie od reprezentacji
wartosci x tym, ze koniczy sie ona k bitami 1, przed ktérymi jest bit 0 a przed nim
doktadnie ten sam ciag bitow y. Wykonujac operacje bitowej koniunkeji na tych
dwobch wartosciach zostaje skasowana najmniej znaczaca jedynka a cigg bitéw y
pozostaje niezmieniony.

Ponizej przedstawiono ulepszong wersje funkcji cardinality, ktéra wykonuje
dokltadnie tyle iteracji petli ile bylo jedynek w binarnej reprezentacji argumentu
subset:

int
cardinality (unsigned long int subset)

{

int counter = 0;
while(subset)
{

subset &= subset - 1;
counter++;

3

return counter;

2.4 Bramki logiczne

Bramka logiczng nazywamy uktad elektroniczny, ktéry posiada pewng liczbe
wejsé x1, %o, ..., x,, gdzie n = 1, i jedno wyjsécie y. Na wejsciach moga poja-
wia¢ si¢ niskie (0V') albo wysokie (5V') stany. Stan niski oznacza wartosé 0,
natomiast stan wysoki oznacza warto$¢ 1. Stan wyjscia zalezy od wyliczanej
funkcji boolowskiej y = f(x1,xq,...,2,).

Na rysunku przedstawiono trzy podstawowe bramki logiczne.

Aby wyliczy¢ réznice symetryczng mozna skorzystaé ze wzoru:

XOR(z,y)=T-y+x-y

i potaczyé¢ bramki logiczne jak na rysunku
Operacja roznicy symetrycznej jest czesto uzywana i zaprojektowano dla niej

bramke XOR:
’; XOR(X, y) = X @ y
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£ ] w0 ) AND, ) =xy
); OR(X,y)=Xx+Y
x NOT(x) =

Rysunek 2.2: Podstawowe bramki logiczne AND, OR i NOT.

Rysunek 2.3: Uklad wyliczajacy réznice symetryczna.

29
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Tablica 2.2: Zaleznos¢ bitow wyjscia sumatora od bitéow wejscia.

T Y Cin ‘ ‘ Cout %
0 0 0 0 0
0 0 1 0 1
01 0 0 1
0 1 1 10
1 0 0 0 1
1 0 1 10
11 0 10
1 1 1 1 1

2.5 Uklady logiczne

Laczac wyjscia jednych bramek z wejsciami innych mozna budowaé¢ uktady lo-
giczne wyliczajace bardziej ztozone operacje bitowe.

2.5.1 Sumator

Rozpoczniemy od prostego uktadu, ktéry wylicza arytmetyczng sume dwoch bi-
tow x i y. Bedzie on uwzgledniat bit przeniesienia z poprzedniej pozycji ¢;,.
Arytmetyczna suma trzech bitéw x, y i ¢;, moze przyjaé¢ wartosé z zakresu od
0 do 3. Do wyrazenia jej beda uzyte dwa bity 2z i ¢y
W ponizszych wzorach operacja + bedzie suma arytmetyczna a nie logiczna.
Bity wyniku mozemy zdefiniowac nastepujaco (operacja + to iloraz catkowity):

z (r+y+c¢,) mod?2,

Cowt = (TH+y+cy) =2

W tablicy przedstawiono zaleznosé bitéw wyjsciowych od wejsciowych
spetniajacych powyzsze rownania.

Jak tatwo zauwazy¢ bity ¢, 1 2 W tablicy sa binarnym zapisem wartosci
sumy trzech bitéw wejscia x, y 1 ¢;,,.

Wyliczy¢ mozna je stosujac operacje logiczne w nastepujacy sposob:

Z r® Yy c,

Cout = $‘y+0m'($$y)

Uktad wyliczajacy bity z i ¢, przedstawiono na rysunku
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OR COUt

Rysunek 2.4: Uktad wyliczajacy arytmetyczna sume trzech bitow.

2.5.2 Sumator kaskadowy

Sumator opisany w poprzednim punkcie uzyjemy do sumowania dwoch warto-
$ci czterobitowych. Pierwsza warto$é bedzie zapisana bitami (w3, s, 1, 2o) a
druga bitami (ys3, s, y1, o). Czterobitowy wynik bedzie zapisany za pomocg bi-
tow (23, 29, 21, 20) 1 bitu przeniesienia cy, ktéry bedzie rowny 1 gdy suma wartosci
(3,9, 21, 20) 1 (Y3, Y2, Y1, Yo) przekracza wartosé 15 (maksymalna jaka mozna
zapisa¢ na czterech bitach (z3, 29, 21, 29)).

Uktad z rysunku bedziemy dla uproszczenia rysowaé jako pojedyncza
bramka o trzech wejsciach z;,y; i ¢; oraz dwodch wyjsciach z; 1 ¢;4q:

Cir1 1 2: — G
|

Z.

Na rysunku przedstawiono schemat czterobitowego sumatora kaskado-
wego. Nazwa jego podkredla, ze bity wyniku wyliczane sa kolejno od prawej do
lewej i wyliczenie kolejnego bitu z;, dla ¢ > 0, wymaga wczesniejszego policzenia
przeniesienia c;.

Na kolejnym wyktadzie o architekturze mikroprocesora i programowaniu ni-
skopoziomowym, zostanie zaprezentowane jak korzysta¢ z bitu przeniesienia.
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Ys X3 Yo Xy Y1 X4 Yo Xo

zZ, z, Z, z,

Rysunek 2.5: Czterobitowy sumator kaskadowy.



