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WYK!AD 1.
Wprowadzenie
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Wprowadzenie
Algorytm

↭ „Algorytm, systematyczna procedura, która w sko"czonej
liczbie kroków generuje odpowied# na pytanie lub rozwi)zanie
problemu” – Britannica

↭ sko"czona liczba przypadków = zawsze istnieje algorytm
↭ algorytm mo(na ocenia& m.in. za pomoc) czasu w jakim

si’ wykonuje
↭ je%li dla problemu jest algorytm, którego czas ro%nie

wielomianowo ze wzrostem rozmiaru problemu, to problem
uznaje si’ za !atwy do rozwi"zania

↭ je%li dla problemu s) tylko algorytmy, których czas wykonania
ro%nie wyk!adniczo, to uznaje si’ go za trudny do rozwi"zania

↭ algorytm decyzyjny – odpowiada na pytanie TAK/NIE
↭ algorytm obliczeniowy – wylicza wynik
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Wprowadzenie
Algorytm

↭ przyk!adem problemu, który jest !atwy do rozwi)zania jest
znalezienie cyklu Eulera (przechodzi przez wszystkie kraw’dzie
dok!adnie raz)

↭ przyk!adem problemu, który jest trudny do rozwi)zania jest
znalezienie cyklu Hamiltona (przechodzi przez wszystkie w’z!y
dok!adnie raz)
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Wprowadzenie
Algorytm

↭ przyk!adem algorytmu jest algorytm obliczaj)cy najwi’kszy
wspólny dzielnik dwóch ca!kowitych liczb dodatnich

↭ mo(emy go zapisa& jednym zdaniem: Dopóki obie liczby

s" ró#ne, odejmuj od wi$kszej mniejsz".

↭ albo narysowa& schemat blokowy:
Start StopInput A, B A = B Output A

A > B

A ← A - B

B ← B - A

Tak

Tak

Nie
Nie
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Wprowadzenie
Algorytm

↭ albo w pseudokodzie:
while a →= b do

if a > b then
a ↑ a ↓ b

else
b ↑ b ↓ a

end if
end while

↭ albo w j’zyku Python:
while a != b:

if a > b:
a = a - b

else:
b = b - a
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Wprowadzenie
Algorytm

↭ albo w j’zyku Ada:
while a /= b loop

if a > b then

a = a - b;
else

b = b - a;
end if;

end loop;

↭ albo w j’zyku C:
while (a != b)

if(a > b)
a = a - b;

else

b = b - a;
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Wprowadzenie
Komputer

↭ Komputer jest urz)dzeniem, które automatycznie przetwarza
dane.

↭ Przetwarzanie danych odbywa si’ zgodnie z algorytmem.
↭ Aby przetwarza& dane, komputer musi by& wyposa(ony w

jednostk’ centraln).
↭ Jednostka centralna wykonuje operacje.
↭ Operacje i dane, na których one dzia!aj), s) przechowywane w

pami’ci komputera.
↭ Wi’cej na kursie Architektura komputerów (semestr III).
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Wprowadzenie
J!zyk niskiego poziomu

↭ komputer zna tylko jeden j’zyk programowania – swój w!asny
j"zyk maszynowy

↭ jednostka centralna komputera wykonuje programy w j’zyku
maszynowym tego komputera

↭ inny komputer mo(e mie& inny j’zyk maszynowy, zatem
programy w j’zyku maszynowym nie s) przeno#ne

↭ na przyk!ad programy w j’zyku maszynowym uruchamiane na
komputerze PowerBook, wyposa(onym w procesor PowerPC
G4, nie uruchomi) si’ na komputerze MacBook
wyposa(onym w procesor Intel Core i5

↭ j’zyk maszynowy sk!ada si’ z podstawowych instrukcji jakie
potrafi wykona& jednostka centralna
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Wprowadzenie
J!zyk niskiego poziomu

↭ przyk!adem instrukcji w j’zyku maszynowym mikroprocesora
65021 jest nast’puj)cy ci)g szesnastu bitów:

00001101 10101001

↭ zajmuje on dwa kolejne bajty pami’ci: mniej znacz)cy (o
mniejszym adresie) 0xA9 i bardziej znacz)cy (o kolejnym
adresie) 0x0D

↭ bajt 0xA9 jest kodem instrukcji !aduj)cej liczb’
o%miobitow) znajduj)c) si’ w kolejnym bajcie do rejestru
akumulatora

↭ bajt 0x0D jest liczb) o%miobitow) !adowan) do akumulatora
↭ w wyniku wykonania tej instrukcji w akumulatorze zostaje

umieszczona liczba 13 (szesnastkowo 0x0D)
1Popularny procesor z takich komputerów jak np. Atari, BBC Micro,

Commodore albo konsoli Nintendo.
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Wprowadzenie
J!zyk niskiego poziomu

↭ instrukcje maszynowe w postaci ci)gu bitów, nawet zapisane
szesnastkowo, nie s) czytelne dla cz!owieka

↭ dla j’zyka maszynowego opracowano j"zyk assemblera,
którym instrukcje zapisuje si’ u(ywaj)c !atwych do
zapami’tania mnemoników

↭ w j’zyku asemblera rozpatrywan) wcze%niej instrukcj’ zapisuje
si’ nast’puj)co:

LDA #13
↭ LDA jest skrótem od LoaD Accumulator, natomiast znak #

oznacza, (e nast’puj)ca po nim liczba jest
warto%ci) umieszczan) w akumulatorze (dana)

↭ podobna instrukcja:
LDA 13

pobiera warto%& z pami’ci spod adresu 13 i umieszcza j) w
akumulatorze (adres danej)
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Wprowadzenie
J!zyk wysokiego poziomu

↭ programowanie w j’zyku asemblera jest (mudne
gdy( dost’pne s) w nim jedynie elementarne operacje jakie
mo(e wykona& jednostka centralna komputera

↭ prosta operacja jak zwi’kszenie szesnastobitowej sumy o
szesnastobitowy sk!adnik (podstawienie suma = suma +
sk!adnik) wymaga siedmiu instrukcji maszynowych:
LDA suma
CLC ; wyzerowanie bitu przeniesienia
ADC sk!adnik ; dodanie mniej znacz"cego bajtu
STA suma
LDA suma+1
ADC sk!adnik+1 ; dodanie bardziej znacz"cego bajtu
STA suma+1
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Wprowadzenie
J!zyk wysokiego poziomu

↭ w roku 1954 opracowano pierwszy j’zyk wysokiego poziomu
jakim by! FORTRAN (od ang. FORmula TRANslator)

↭ wybrane kolejne j’zyki programowania:
1956 LISP (Functional Programming)
1958 Algol
1959 COBOL
1962 APL
1962 Simula (Object Oriented Programming)
1962 SNOBOL
1964 PL/I
1964 BASIC
1970 Pascal
1972 C
1972 Prolog (Programming in Logic)
1983 Ada
1991 Python

↭ istniej) tysi)ce j’zyków programowania
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Wprowadzenie
Interpreter

↭ komputer nie mo(e bezpo%rednio wykonywa& programów w
j’zyku wysokiego poziomu

↭ jedn) z mo(liwo%ci jest opracowanie interpretera j’zyka
wysokiego poziomu

↭ #ród!a programu przechowywane s) w pami’ci komputera
↭ interpreter czyta instrukcj’ programu jedn) po drugiej,

analizuje j), nast’pnie wykonuje
↭ interpretowane programy wykonuj) si’ powoli, gdy( je%li

jaka% instrukcja jest wykonywana wielokrotnie, to wielokrotnie
musi by& analizowana
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Wprowadzenie
Interpreter

↭ przyk!ad programu w j’zyku BASIC na komputerze Apple II:

↭ instrukcja PRINT I wykonywana jest dziesi’& razy dla
kolejnych warto%ci

I = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10
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Wprowadzenie
Kompilator

↭ inn) mo(liwo%ci) wykonania programu w j’zyku wysokiego
poziomu jest przet!umaczenie go na instrukcje maszynowe

↭ kompilator czyta tekst #ród!owy i t!umaczy go na j’zyk
maszynowy

↭ konsolidator do!)cza do przek!adu programu przek!ady
wywo!ywanych funkcji bibliotecznych
$ clang -c main.c ; kompilacja
$ clang -o main main.o -lm ; konsolidacja

↭ main.c plik #ród!owy, main.o przek!ad pliku #ród!owego, m
biblioteka funkcji matematycznych, main wykonywalny
program wynikowy

↭ uruchomienie programu:
$ ./main
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Wprowadzenie
Proste typy danych

↭ liczba ca!kowita bez znaku
↭ o%miobitowy bajt

b0b1b2b3b4b5b6b7

2021222324252627

7∑

i=0
2i · bi ↔ {0, . . . , 255}

↭ liczba trzydziestodwubitowa

31∑

i=0
2i · bi ↔ {0, . . . , 4 294 967 295}
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Wprowadzenie
Proste typy danych

↭ liczba ca!kowita ze znakiem
↭ o%miobitowy bajt

b0b1b2b3b4b5b6b7

20212223242526znak

6∑

i=0
2i · bi ↓ 27 · b7 ↔ {↓128, . . . , 127}

↭ liczba trzydziestodwubitowa

30∑

i=0
2i · bi ↓ 231 · b31 ↔ {↓2 147 483 648, . . . , 2 147 483 647}

↭ jest wi’cej liczb ujemnych ni( dodatnich © 2024-26 Przemys!aw Kobyla"ski

Wprowadzenie
Proste typy danych

000

100

010110

001

011101

111

0

1

2

3

-4
-3

-2

-1

000   0
001   1
010   2
011   3
100  -4
101  -3
110  -2
111  -1

+1-1
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Wprowadzenie
Proste typy danych

↭ liczba rzeczywista pojedynczej precyzji
mantysawykładnik

23 bity8 bitów
32 bity (4 bajty)

zn
ak

(↓3.40 · 1038, ↓1.18 · 10→38) ↗ {0} ↗ (1.18 · 10→38, 3.40 · 1038)

↭ liczba rzeczywista podwójnej precyzji
mantysawykładnik

52 bity11 bitów
64 bity (8 bajtów)

zn
ak

(↓1.80·10308, ↓2.23·10→308)↗{0}↗(2.23·10→308, 1.80·10308)
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Wprowadzenie
Proste typy danych

↭ im dalej od zera tym coraz wi’ksze dziury w zbiorze liczb
rzeczywistych

253 + 1 = 253

↭ oddalaj)c si’ od zera podwaja si’ szeroko%& przedzia!u o tej
samej warto%ci wyk!adnika

……
0

↭ we wszystkich przedzia!ach liczb o tym samym wyk!adniku
jest dok!adnie tyle samo równomiernie roz!o(onych liczb
rzeczywistych:
223 = 8 388 608 pojedynczej precyzji i
252 = 4 503 599 627 370 496 podwójnej precyzji
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Wprowadzenie
Ciekawostka

Q: Który j’zyk programowania jest najlepszy?
A: Z teoretycznego punktu widzenia, pytanie pozbawione sensu.
↭ komputer potrafi policzy& tyle co maszyna Turinga2

↭ mówimy, (e j’zyk jest Turing-complete je%li mo(na w nim
wyrazi& to, co potrafi policzy& maszyna Turinga

↭ j’zyk BASIC ograniczony do trzech instrukcji:
LET X = 0, LET X = X + 1, IF X = Y THEN GOTO
gdzie X i Y s) dowolnymi zmiennymi o warto%ciach
ca!kowitych (bez ograniczenia na zakres), jest Turing-complete

↭ instrukcja mov procesora Intel z wieloma trybami adresacji jest
Turing complete

↭ zilustrujemy to programem w j’zyku BASIC obliczaj)cym
silni’

2Kurs wybieralny: Teoretyczne podstawy informatyki
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Wprowadzenie
Ciekawostka
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WYK!AD 2.
$rodowisko pracy
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"rodowisko pracy
J!zyki programowania (C)

↭ J’zyk programowania C
↭ kompilator clang albo gcc (zalecany clang)
↭ polecenie make
↭ analiza statyczna kodu clang –analyze
↭ analiza stylu programowania cpplint
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"rodowisko pracy
J!zyki programowania (C)

$ nano main.c

// main.c
# include <stdio.h>
# include <math.h>
int main(void)
{

double x;
scanf ("%lf", &x);
printf ("%f\n", sqrt(x));
return 0;

}

wyj%cie z edytora: Ctrl-X
$ clang -c main.c
$ clang -o main main.o -lm
$ ./main
2
1.414214 © 2024-26 Przemys!aw Kobyla"ski

"rodowisko pracy
J!zyki programowania (C)

$ cpplint main.c

main.c:0: No copyright message found. You should have a line: "Copyright [year] <Copyright Owner>" [legal/copyright] [5]

main.c:5: { should almost always be at the end of the previous line [whitespace/braces] [4]

main.c:10: Could not find a newline character at the end of the file. [whitespace/ending_newline] [5]

Done processing main.c

Total errors found: 3

// Copyright 2024 Przemys !aw Kobyla "ski
# include <stdio.h>
# include <math.h>
int main(void) {

double x;
scanf("%lf", &x);
printf ("%f\n", sqrt(x));
return 0;

}

$ cpplint main.c
Done processing main.c
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"rodowisko pracy
J!zyki programowania (Python)

↭ J’zyk programowania Python
↭ interpreter python3
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"rodowisko pracy
J!zyki programowania (Python)

$ nano pierwiastek.py

import math
x = float( input ())
print (math.sqrt(x))

$ python3 pierwiastek.py
2
1.4142135623730951
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"rodowisko pracy
J!zyki programowania (Ada)

↭ J’zyk programowania Ada
↭ zarz)dca pakietów Alire
↭ utworzenie pakietu alr init
↭ kompilacja alr build
↭ uruchomienie alr run
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"rodowisko pracy
J!zyki programowania (Ada)

$ alr init --bin pierwiastek
$ cd pierwiastek
$ nano src/pierwiastek.adb

with Ada. Float_Text_IO ; use Ada. Float_Text_IO ;
with Ada. Numerics . Elementary_Functions ;
use Ada. Numerics . Elementary_Functions ;
procedure Pierwiastek is

X : Float;
begin

Get (X);
Put (Sqrt (X));

end Pierwiastek ;

$ alr build
$ alr run
2
1.41421E+00
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"rodowisko pracy
Zintegrowane "rodowisko programowania

Visual Studio Code (dost’pne na Windows, Linux i osX)

© 2024-26 Przemys!aw Kobyla"ski

"rodowisko pracy
Zintegrowane "rodowisko programowania

↭ zainstalowa& nast’puj)ce wtyczki do obs!ugi j’zyków
programowania:
↭ C/C++ (Microsoft)
↭ Python (Microsoft)
↭ Ada & SPARK (AdaCore)

↭ zainstalowa& wtyczk’ wsparcia AI:
↭ GitHub Copilot (GitHub)
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"rodowisko pracy
Korzystanie z Copilota

↭ u(ycie promptu:
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"rodowisko pracy
Korzystanie z Copilota

↭ u(ycie promptu cd.:
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"rodowisko pracy
Korzystanie z Copilota

↭ na podstawie nag!ówka funkcji:
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"rodowisko pracy
Korzystanie z Copilota

↭ na podstawie nag!ówka funkcji cd.:
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"rodowisko pracy
Inteligentny terminal

Praca na terminalu Warp © 2024-26 Przemys!aw Kobyla"ski

"rodowisko pracy
Inteligentny terminal

Po uruchomieniu Inteligentnego Asystenta
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"rodowisko pracy
Inteligentny terminal

Wynik analizy pliku test.c
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"rodowisko pracy
Inteligentny terminal

Propozycje zmian w pliku test.c
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"rodowisko pracy
Inteligentny terminal

Koniec pracy z Inteligentnym Asystentem
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"rodowisko pracy
Inteligentny terminal

Ponowna kompilacja pliku test.c
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"rodowisko pracy
Przyk#ady

↭ opis instalacji narz’dzi:
https://cs.pwr.edu.pl/zawada/sp/

↭ pokaza& prac’ w %rodowisku Visual Studio Code na kilku
przyk!adach
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WYK!AD 3.
Instrukcje proste
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Instrukcje proste
Typy danych

Algorytmy + Struktury danych = Programy

Niklaus Wirth (1934-2024)

↭ propagator programowania strukturalnego
↭ autor mi’dzy innymi j’zyków Pascal i Modula © 2024-26 Przemys!aw Kobyla"ski

Instrukcje proste
Typy danych

↭ program to algorytm operuj)cy na strukturach danych
↭ program przetwarza dane zapisane za pomoc) ró(nych typów

danych
↭ typy danych dzieli si’ na proste i z!o(one
↭ z!o(one typy danych mo(na roz!o(y& na sk!adowe b’d)ce

prostymi typami danych
↭ proste typy danych s) w pewien sposób atomowe tj.

nierozk!adalne
↭ na pocz)tek poznamy proste typy danych
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Instrukcje proste
Typy danych

↭ typ danych opisuje zbiór dopuszczalnych w nim warto%ci oraz
dost’pne operacje i relacje na tych warto%ciach

↭ ka(dy j’zyk programowania posiada zestaw prostych typów
danych

↭ w niektórych j’zykach nie jest konieczne deklarowania typu
danych jakie przechowuje zmienna (np. Python)

↭ niektóre j’zyki dopuszczaj) niezgodno%& typów danych na
których wykonywana jest operacja (np. j’zyk C)

↭ w przypadku niezgodno%ci typu danych dokonywana jest
niejawna konwersja danych do tego samego typu

↭ s) j’zyki, w których kontrola typów jest silna i nie dopuszcza
(adnych niejawnych konwersji (np. j’zyk Ada)
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Instrukcje proste
Niejawna konwersja

↭ j’zyk C
double x = 0; // 0 ==> 0.0, x == 0.0
int n = 2.0; // 2.0 ==> 2, n == 2
double y = 1.0 / n; // 2 ==> 2.0, y == 0.5
double z = 1 / n; // 0 ==> 0.0, z == 0.0

↭ j’zyk Ada
X : Float := 0; -- b!#d
N : Integer := 2.0; -- b!#d
Y : Float := 1.0 / N; -- b!#d
Z : Float := 1 / N; -- b!#d
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Instrukcje proste
Jawna konwersja

↭ j’zyk C (rzutowanie)
double x = ( double ) 0; // x == 0.0
int n = (int) 2.0; // n == 2
double y = 1.0 / ( double ) n; // y == 0.5
double z = ( double ) (1 / n); // z == 0.0

↭ j’zyk Ada
X : Float := Float (0); -- X = 0.0
N : Integer := Integer (2.0); -- N = 2
Y : Float := 1.0 / Float (N); -- Y = 0.5
Z : Float := Float (1 / N); -- Z = 0
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Instrukcje proste
Typ logiczny (C)

↭ j’zyk C (od C99)
# include <stdbool .h>
bool zmienna1 = true; // prawda
bool zmienna2 = false; // fa!sz
bool koniunkcja = zmienna1 && zmienna2 ;
bool alternatywa = zmienna1 || zmienna2 ;
bool negacja = ! zmienna1 ;

p q p && q p || q ! p ! q p == q p != q
false false false false true true true false
false true false true true false false true
true false false true false true false true
true true true true false false true false
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Instrukcje proste
Typ logiczny (Ada)

↭ j’zyk Ada
Zmienna1 : Boolean := True; -- prawda
Zmienna2 : Boolean := False; -- fa!sz
Koniunkcja : Boolean := Zmienna1 and Zmienna2 ;
Alternatywa : Boolean := Zmienna1 or Zmienna2 ;
Alt_Wyklucz : Boolean := Zmienna1 xor Zmienna2 ;
Negacja : Boolean := not Zmienna1 ;

P Q P xor Q P = Q P /= Q
False False False True False
False True True False True
True False True False True
True True False True False
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Instrukcje proste
Typ logiczny (Ada)

↭ szczególnymi wyra(eniami logicznymi s) kwantyfikatory:
↭ kwantyfikator ogólny

( for all Zmienna in Zakres => Warunek )

↭ kwantyfikator szczegó!owy
( for some Zmienna in Zakres => Warunek )

↭ powy(sze wyra(enia musz) by& uj’te w nawiasy
↭ przyk!ad:

Is_Prime : Boolean ;
...
Is_Prime := (for all I in 2 .. N - 1 => N rem I /= 0);

↭ operator rem wylicza reszt’ z dzielenia
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Instrukcje proste
Typ logiczny (Python)

↭ j’zyk Python
zmienna1 = True # prawda
zmienna2 = False # fa!sz
koniunkcja = zmienna1 and zmienna2
alternatywa = zmienna1 or zmienna2
negacja = not zmienna1
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Typ znakowy

↭ typ znakowy s!u(y do przechowywania pojedynczego znaku
↭ w j’zyku Ada typem tym jest Character
↭ j’zyk C nie ma prawdziwego typu do przechowywania znaków
↭ w j’zyku C znak przechowuje si’ w postaci jednobajtowej

liczby b’d)cej kodem danego znaku
↭ w j’zyku C typ char przechowuje liczb’ ca!kowit) ze

znakiem3 z zakresu od ↓128 do 127
↭ w j’zyku C litera! wyra(aj)cy znak jest uj’ty w apostrofy a

jego warto%ci) jest kod tego znaku

3Standard C dopuszcza, $e typ char to liczby bez znaku z zakresu od 0 do
255.
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Typ znakowy (C)

↭ standard C nic nie mówi o warto%ciach kodów a jedynie
podaje pewne warunki jakie musz) one spe!nia&:
↭ ’0’ + 1 == ’1’, ’1’ + 1 == ’2’, ’2’ + 1 == ’3’,

’3’ + 1 == ’4’, ’4’ + 1 == ’5’, ’5’ + 1 == ’6’,
’6’ + 1 == ’7’, ’7’ + 1 == ’8’, ’8’ + 1 == ’9’

↭ ’A’ < ’B’, ’B’ < ’C’, ..., ’Y’ < ’Z’
↭ ’a’ < ’b’, ’b’ < ’c’, ..., ’y’ < ’z’

↭ pierwszy warunek umo(liwia wygodne obliczanie warto%ci
liczby zapisanej jako ci)g znaków (je%li ch przechowuje znak
b’d)cy cyfr), to ch - ’0’ jest warto%ci) tej cyfry)

↭ dwa kolejne warunki gwarantuj) poprawne porz)dkowanie
leksykograficzne ci)gów znaków
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Typ znakowy (Ada)

↭ w j’zyku Ada typ Character nie jest typem liczbowym (jego
warto%ci nie s) kodami znaków ale znakami)

↭ typ znakowy jest typem wyliczeniowym, w którym wymieniono
po kolei wszystkie mo(liwe znaki

↭ aby uzyska& znak o danym kodzie nale(y skorzysta& z
wyra(enia Character’Val (kod)

↭ aby uzyska& kod danego znaku nale(y skorzysta& z wyra(enia
Character’Pos (znak)

↭ kody (pozycje) znaków w typie Character odpowiadaj)
kodowaniu Latin 1 (formalnie ISO/IEC 8859-1)
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Typ znakowy (Python)

↭ w j’zyku Python nie ma typu znakowego
↭ za znak w j’zyku Python przyjmuje si’ !a"cuch znaków

d!ugo%ci 1
↭ w j’zykach C i Ada znak i !a"cuch znaków z!o(ony z jednego

znaku to dwie ró(ne rzeczy (’A’ znak, ”A” !a"cuch)
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Typ ca#kowity (C)

↭ w j’zyku C dost’pne s) nast’puj)ce typy ca!kowite: char,
signed char, unsigned char, short, signed short,
unsigned short, int, signed int, unsigned int,
long int, signed long int, unsigned long int,
long long int, signed long long int, unsigned
long long int

↭ standard C wymaga aby:

sizeof (char) ↑ sizeof (short) ↑ sizeof (int) ↑ sizeof (long int) ↑ sizeof (long long int)

sizeof (char) ↓ 1, sizeof (short) ↓ 2, sizeof (int) ↓ 2,

sizeof (long int) ↓ 4, sizeof (long long int) ↓ 8,

gdzie sizeof() jest liczb) bajtów pami’ci jak) zajmuje
warto%& danego typu
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Typ ca#kowity (C)

↭ w j’zyku C na wspó!czesnych komputerach najcz’%ciej:
typ sizeof min max
signed char 1 →128 127
unsigned char 1 0 255
signed short int 2 →32768 32767
unsigned short int 2 0 65535
signed int 4 →2147483648 214783647
unsigned int 4 0 4294967295
signed long int 8 →9223372036854775808 9223372036854775807
unsigned long int 8 0 18446744073709551615
signed long long int 8 →9223372036854775808 9223372036854775807
unsigned long long int 8 0 18446744073709551615

© 2024-26 Przemys!aw Kobyla"ski

Instrukcje proste
Typ ca#kowity (C)

↭ operatory dwuargumentowe:
operator operacja przyk%ad

+ suma
- ró#nica
* iloczyn
/ iloraz ca!kowity 7 / 2 == 3

% reszta z dzielenia 7 % 3 == 1

| bitowa alternatywa 2 | 1 == 3 (10 | 01 == 11)

& bitowa koniunkcja 5 & 3 == 1 (101 & 011 == 001)

^ bitowa alternatywa wykluczaj$ca 12 ^ 9 == 5 (1100 ^ 1001 == 0101)

↭ operatory jednoargumentowe:
operator operacja

+a warto%& a

-a warto%& przeciwna
~a bitowa negacja
a++ postinkrementacja
a-- postdekrementacja
++a preinkrementacja
--a predekrementacja
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Ciekawostka z j!zyka C

O warto%ci bezwzgl’dnej wiemy, (e dla dowolnej liczby x jest ona
nieujemna |x | ↘ 0.
W standardzie j’zyka C dost’pna jest nast’puj)ca funkcja:
int abs(int x) {

return (x >= 0) ? x : -x;
}

co jest równowa(ne definicji:
int abs(int x) {

if(x >= 0) return x; else return -x;
}

Obliczmy warto%& abs(INT_MIN):

abs(INT_MIN) = ↓INT_MIN = INT_MAX+1 = INT_MIN < 0
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Typ ca#kowity (Ada)

↭ w j’zyku Ada dost’pne s) dwa typy ca!kowite:
↭ typ ca!kowity ze znakiem range Low .. High
↭ typ modularny mod Modulus

↭ predefiniowane s) nast’puj)ce typy:
↭ Integer o zakresie warto%ci od Integer’First ≃ ↓215 + 1

do Integer’Last ↘ 215 ↓ 1
↭ subtype Natural is Integer range 0..Integer’Last
↭ subtype Positive is Integer range 1..Integer’Last
↭ Long_Integer o zakresie warto%ci od Long_Integer’First

≃ ↓231 + 1 do Long_Integer’Last ↘ 231 ↓ 1
↭ je%li podczas oblicze" warto%& przekroczy zakres typu

ca!kowitego, to zg!aszany jest wyj)tek Constraint_Error
↭ obliczenia w typie modularnym nigdy nie przekrocz) zakresu

warto%ci 0..Modulus-1 poniewa( wykonuj) si’ one w
arytmetyce modulo
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Typ ca#kowity (Ada)

↭ operatory dwuargumentowe dla typu ca!kowitego:
operator operacja przyk%ad

+ suma
- ró#nica
* iloczyn
/ iloraz ca!kowity 7 / 2 = 3

rem reszta z dzielenia (-7) rem 3 = -1

mod operacja modulo (-7) mod 3 = 2

** pot’gowanie 2 ** 3 = 8

↭ operatory jednoargumentowe dla typu ca!kowitego:
operator operacja

+a warto%& a

-a warto%& przeciwna
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Typ modularny (Ada)

↭ operatory dwuargumentowe dla typu modularnego:
operator operacja

+ suma
- ró#nica
* iloczyn
/ iloraz ca!kowity

rem reszta z dzielenia
mod operacja modulo
** pot’gowanie (wyk!adnik ca!kowity)
and bitowa koniunkcja
or bitowa alternatywa
xor bitowa alternatywa wykluczaj$ca

↭ operatory jednoargumentowe dla typu modularnego:
operator operacja

+a warto%& a

-a warto%& przeciwna (w arytmetyce modulo)
not a najwi’ksza warto%& w typie - a
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Typ ca#kowity (dowolnej d#ugo"ci)

↭ w j’zyku Python liczby ca!kowite s) dowolnie du(ej d!ugo%ci
x = 1
for x in range (1, 101):

x = x * i
print (x)

93326215443944152681699238856266700490715968264381621468
59296389521759999322991560894146397615651828625369792082
7223758251185210916864000000000000000000000000

print (2**1000)

10715086071862673209484250490600018105614048117055336074
43750388370351051124936122493198378815695858127594672917
55314682518714528569231404359845775746985748039345677748
24230985421074605062371141877954182153046474983581941267
39876755916554394607706291457119647768654216766042983165
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Typ ca#kowity (dowolnej d#ugo"ci)

↭ w j’zyku Ada liczby ca!kowite dowolnej d!ugo%ci dost’pne
s) w pakiecie Big_Integers

with Ada. Numerics . Big_Numbers . Big_Integers ;
use Ada. Numerics . Big_Numbers . Big_Integers ;
with Ada. Text_IO ; use Ada. Text_IO ;

procedure Big is

begin

Put_Line ( Big_Integer ’Image (2 ** 1000) );
end Big;

↭ w j’zyku C mo(na skorzysta& z biblioteki GMP (The GNU
Multiple Precision Arithmetic Library) jednak korzystanie z
niej jest mniej wygodne ni( w j’zyku Python albo Ada
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Typ rzeczywisty (C)

↭ w j’zyku C dost’pne s) nast’puj)ce typy rzeczywiste:
float pojedynczej precyzji (4 bajty = 32 bity)

double podwójnej precyzji (8 bajtów = 64 bity)
long double rozszerzonej precyzji (10 bajtów = 80 bitów, 12 bajtów = 96

bitów albo 16 bajtów = 128 bitów)
↭ rzeczywisty litera! liczbowy zapisuje si’ w postaci normalnej

(np. 23.17) albo wyk!adniczej (np. 2.317e1) i jest
warto%ci) podwójnej precyzji

↭ aby rzeczywisty litera! liczbowy by! liczb) pojedynczej precyzji
nale(y dopisa& na jego ko"cu sufiks F (np. 23.17F)

float x;
...
float y = 1.0 + x; // dwie niejawne konwersje

// (float ) (1.0 + ( double ) x)
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Typ rzeczywisty (C)

// main.c
int main(void) {

float x;
float y = 1.0 + x;

}

$ clang -S main.c
$ more main.s

© 2024-26 Przemys!aw Kobyla"ski

Instrukcje proste
Typ rzeczywisty (C)

// main.c
int main(void) {

float x;
float y = 1.0F + x;

}

$ clang -S main.c
$ more main.s
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Typ rzeczywisty (Ada)

↭ w j’zyku Ada istnieje predefiniowany typ zmiennopozycyjny
Float

↭ mo(emy definiowa& w!asne typy zmiennopozycyjne w
zale(no%ci od precyzji i zakresu naszych oblicze"
type My_Float is digits D range Lo .. Hi;

↭ typ My_Float gwarantuje precyzj’ co najmniej D dok!adnych
cyfr w zakresie do Lo do Hi

↭ mo(emy równie( zdefiniowa& typ sta!opozycyjny:
type My_Fixed is delta D range Lo .. Hi;

↭ typ My_Fixed gwarantuje jednakowy odst’p mi’dzy
warto%ciami co najwy(ej wynosz)cy D w ca!ym zakresie od Lo
do Hi
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Ciekawostka

↭ do czego mo&e si" przyda’ sta%opozycyjna reprezentacja
liczb?

↭ 25 lutego 1991 roku system Patriot, broni)cy ameryka"skiej
bazy wojskowej, nie przechwyci! nadlatuj)cej rakiety Scud.
Zgin’!o 28 Amerykanów

↭ komputer steruj)cy systemem Patriot by! oparty na projekcie z
lat 70’tych i operowa! na 24-bitowych liczbach
zmiennopozycyjnych

↭ licznik czasu zwi’ksza! si’ o 0.1 co jedn) dziesi)t) sekundy
↭ za ka(dym razem b!)d wynikaj)cy z niedok!adno%ci

reprezentacji warto%ci 0.1 wynosi! 2→20 ⇐ 0.000000953674316
↭ z ka(dym dodaniem kolejnej warto%ci b!)d kumulowa! si’
↭ producent zaleca! resetowanie zegara (wy!)czanie systemu) co
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Instrukcje proste
Ciekawostka

↭ system broni)cy baz’ nie by! wy!)czany przez 100 godzin
godziny sekundy obliczony niedok%adno#’ przesuni"cie

czas (s) (s) (m)
0 0 0.0000 0.0000 0
1 3600 3599.9966 0.0034 7
8 28800 28799.9725 0.0275 55

20 72000 71999.9313 0.0687 137
48 172800 172799.8352 0.1648 330
72 259200 259199.7528 0.2472 494

100 360000 359999.6567 0.3433 687
↭ skumulowany b!)d oblicze" czasu wyniós! 0.3433 sekundy
↭ w takim czasie rakieta Scud pokonuje 687 metrów z

pr’dko%ci) 2km/s
↭ rakieta Patriot wybuch!a ponad 600 metrów od rakiety Scud
↭ komisja badaj)ca to zdarzenie zaleci!a zast)pienie w systemie

Patriot arytmetyki zmiennopozycyjnej sta!opozycyjn)
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Typ rzeczywisty (Python)

↭ w j’zyku Python liczby rzeczywiste najcze%ciej reprezentuje
si’ jako liczby zmiennopozycyjne podwójnej precyzji (typ
float 64 bitowy)

Python 3.9.6 (default, Aug 9 2024, 14:24:13)
[Clang 16.0.0 (clang-1600.0.26.3)] on darwin
Type "help", "copyright", "credits" or "license" for more information.
>>> 0.1 + 0.2
0.30000000000000004

↭ dost’pny jest równie( typ complex dla liczb zespolonych

>>> complex(’1+2j’)+complex(’3+4j’)
(4+6j)
>>> complex(’j’)*complex(’j’)
(-1+0j)
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Deklaracje zmiennych

↭ j’zyki C i Ada wymagaj) deklarowania zmiennych

// j$zyk C
// Typ zmienna ;
// Typ zmienna = warto%&;
char ch;
char litera = ’A’;
int = 13;
float x = 3.14F;
double y;

-- j$zyk Ada
-- Zmienna : Typ;
-- Zmienna : Typ := warto %&;
Ch : Character := ’A’;
N : Integer ;
Pi : Float := 3.14;
type My_Real is digits 3 range -1.0 .. 1.0;
X : My_Real ;
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Instrukcja podstawienia

↭ do zmiany warto%ci zmiennej s!u(y instrukcja podstawienia
↭ sk!ada si’ ona ze zmiennej i wyra(enia
↭ obliczona warto%& wyra(enia jest podstawiana pod zmienn)
↭ nowa warto%& zmiennej nadpisuje star), zatem stara

warto%& jest nie do odtworzenia

2
1
3

X
Y
Z

Z := 2*X+Y
2
1
5

X
Y
Z 3
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Instrukcja podstawienia (C)

↭ w j’zyku C „instrukcja” podstawienia ma posta&
zmienna = wyra#enie;

↭ nale(y uwa(a&, bo podczas obliczania warto%ci wyra(enia
mog) ulec zmianie warto%ci zmiennych

↭ je%li podczas obliczania warto%ci wyra(ania ulega zmianie
warto%& zmiennej, to mówimy, (e wyra(enie ma efekt
uboczny

↭ przyk!ad efektu ubocznego w C:
n = k++; // postinkrementacja
Zmienna n przyjmuje warto%& tak) jak) mia!a zmienna k,
natomiast po podstawieniu n zmienna k zwi’ksza
swoj) warto%& o jeden.

↭ z powodu efektów ubocznych nie jest mo(liwe okre%lenie
warto%ci pewnych wyra(e" np.
int a = 10;
printf ("%d\n", ++a + --a);
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Instrukcja podstawienia (C)

↭ symbol = jest dwuargumentowym operatorem przypisania i
mo(e wyst)pi& wewn)trz innego podstawienia:
a = b = c + (d = 5); // a = (b = (c + (d = 5)))
Po wykonaniu: d == 5, b == c + 5, a == b.

↭ je%li op jest operatorem dwuargumentowym, to w j’zyku C
mo(emy zapisa& nast’puj)ce podstawienie:
zmienna = zmienna op wyra#enie
w skróconej postaci:
zmienna op= wyra#enie

© 2024-26 Przemys!aw Kobyla"ski

Instrukcje proste
Instrukcja podstawienia (Ada)

↭ w j’zyku Ada instrukcja podstawienia ma posta&
Zmienna := wyra#enie;

↭ w Adzie nie ma efektów ubocznych (zmienne nie
mog) zmieni& warto%ci podczas obliczania warto%ci wyra(enia)

↭ podczas obliczania warto%ci wyra(ania oraz podczas
przypisania warto%ci zmiennej bardzo dok!adnie kontrolowana
jest zgodno%& typów

↭ mówi si’, (e Ada jest j’zykiem silnie typowanym i nie
dopuszcza (adnych niejawnych konwersji
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Instrukcja podstawienia (Python)

↭ w j’zyku Python nie ma zmiennych
↭ zamiast zmiennych s) nazwy wskazuj)ce na warto%&
↭ proste typy, krotki i !a"cuchy znaków s) niezmienne (ang.

immutable)
↭ w j’zyku instrukcja podstawienia ma posta&

nazwa = wyra!enie

↭ nazwa zaczyna wskazywa& na warto%& wyra(enia

x 1
x = 1

x 1
x = x + 1

2

#1 #0

#1

↭ z ka(d) warto%ci) zwi)zany jest licznik prowadz)cych do niej
wskaza"

↭ gdy licznik si’ wyzeruje warto%& mo(e by& usuni’ta z pami’ci
przez #mieciarza (ang. garbage collector)

↭ mo(liwe s) niejawne konwersje typów © 2024-26 Przemys!aw Kobyla"ski
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Instrukcja podstawienia (Python)

↭ symbol = nie jest operatorem jak w C ale s) mo(liwe w
Pythonie wielokrotne przypisania:
x = y = 5

Po wykonaniu: y == 5, x == 5
↭ w Pythonie mo(liwe s) jednoczesne przypisania:

x, y = y, x

Po wykonaniu przypisania nazwy wymieni) si’ mi’dzy
sob) wskazywanymi warto%ciami.
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Rodzaje typowania

statyczne zmienna nie mo(e zmieni& swojego typu
dynamiczne zmienna mo(e zmieni& swój typ

s!abe dopuszczalna jest niejawna konwersja typu
silne niedopuszczalna jest niejawna konwersja typu

typowanie s%abe silne
statyczne C Ada

dynamiczne Python –

2 1
3

Ada 

!

C 

"

Python 

#
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Czytanie i drukowanie warto"ci (C)

↭ aby przeczyta& warto%& zmiennej nale(y skorzysta& z funkcji
scanf():
scanf(format , & zmienna );

↭ aby wydrukowa& warto%& wyra(enia nale(y skorzysta& z funkcji
printf():
printf (format , wyra!enie);

↭ aby skorzysta& z funkcji scanf() i printf() trzeba
do!)czy& plik nag!ówkowy stdio.h:
# include <stdio.h>

↭ przyk!ad sformatowanego wydruku:
printf ("po %d iteracjach suma wynosi %f\n", i,

suma);
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Czytanie i drukowanie warto"ci (C)

↭ wybrane formaty:
typ czytanie drukowanie

char %c %c
int %d %d

unsigned int %u %u
float %f %f
double %lf %f

long double %Lf %f
↭ wybrane znaki specjalne:

znak znaczenie
\n nowa linia
\t tabulacja
\” cudzys!ów
\\ odwrócony uko%nik
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Czytanie i drukowanie warto"ci (C)

// main.c
# include <stdio.h>
int main(void) {

int n;
double x;
scanf("%d", &n);
scanf("%lf", &x); // literka l dla double !
printf ("%f\n", x / n);
printf ("%7.3f\n", x / n);
return 0;

}

$ ./main
2
1.5
0.750000

0.750
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Czytanie i drukowanie warto"ci (Ada)

↭ procedura Ada.Integer_Text_IO.Get (N) czyta warto%&
ca!kowit) i podstawia za zmienn) N

↭ procedura Ada.Integer_Text_IO.Put (wyra#enie)
drukuje warto%& ca!kowit) wyra(enia

↭ aby skorzysta& z procedury Get i Put nale(y
zaimportowa& pakiet:
with Ada.Integer_Text_IO;

↭ procedura Ada.Float_Text_IO.Get (X) czyta warto%&
rzeczywist) i podstawia za zmienn) X

↭ procedura Ada.Float_Text_IO.Put (wyra#enie) drukuje
warto%& rzeczywist) wyra(enia

↭ aby skorzysta& z procedury Get i Put nale(y
zaimportowa& pakiet:
with Ada.Float_Text_IO;
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Czytanie i drukowanie warto"ci (Ada)

with Ada. Integer_Text_IO ; use Ada. Integer_Text_IO ;
with Ada. Float_Text_IO ; use Ada. Float_Text_IO ;
procedure Main is

N : Integer ;
X : Float;

begin

-- przyk !ad przeci #’enia:
Get (N); -- typ zmiennej wskazuje , któr#
Get (X); -- z dwóch procedur u’y&
Put (X / Float (N));
Put (X / Float (N), Fore => 4, Aft => 3, Exp => 0);

end Main;

$ alr run
2
1.5
7.50000E-01 0.750



© 2024-26 Przemys!aw Kobyla"ski

Instrukcje proste
Czytanie i drukowanie warto"ci (Python)

↭ do drukowania warto%ci wyra(enia s!u(y procedura
print(wyra#enie)

↭ za pomoc) funkcji input() mo(na przeczyta& ci)g znaków
wprowadzony na klawiaturze

↭ dokonuj)c konwersji typów mo(na przeczyta& liczb’ ca!kowit):
n = int (input ())
albo rzeczywist):
x = float (input ())
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Czytanie i drukowanie warto"ci (Python)

# main.py
n = int ( input ())
x = float ( input ())
print (x / n)

$ python3 main.py
2
1.5
0.75
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Stan oblicze%

↭ przez stan oblicze( oblicze" rozumiemy warto%ci wszystkich
zmiennych w danej chwili

↭ w j’zykach niedopuszczaj)cych efektów ubocznych, stan
oblicze" mo(e zmieni& si’ jedynie w wyniku podstawienia albo
przeczytania warto%ci zmiennej

↭ czasami na stan oblicze" mówi si’ obraz migawkowy
pami"ci

↭ %ledzenie programu to obserwowanie jak w kolejnych krokach
zmienia si’ jego stan oblicze"

↭ ci)g kolejnych zmian stanu nazywa si’ #ladem programu
↭ niepoprawny wynik programu jest skutkiem b!’dów
↭ aby naprawi& program nale(y znale#& przyczyn"
↭ dzi’ki #ledzeniu dzia!ania programu mo(na

wykry& przyczyn" niepoprawnego dzia!ania
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Instrukcje proste
&ledzenie programu

↭ %lad programu najwygodniej zapisywa& w tabelce (w
kolumnach warto%ci zmiennych, w wierszach kolejne stany
oblicze")

// main.c
# include <stdio.h>
int main(void) {

int x = 0;
int y = 1;
x += y++;
x += y++;
x += y++;
x += y++;
printf ("%d %d\n", x, y);

}

x y komentarz
0 1 inicjalizacja
1 2 x += y++
3 3 x += y++
6 4 x += y++
10 5 x += y++

./main
10 5
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WYK!AD 4.
Instrukcje warunkowe
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Instrukcje warunkowe
&cie$ka oblicze%

↭ #cie&k) oblicze( b’dziemy nazywa& ci)g wykonywanych
podczas jego dzia!ania instrukcji

↭ je%li program sk!ada si’ tylko z prostych instrukcji (czytanie,
podstawianie, drukowanie), to za ka(dym razem wykonuje
dok!adnie ten sam ci)g instrukcji tj. ma tylko jedn) %cie(k’
oblicze"

↭ j’zyki programowania umo(liwiaj) rozwidlanie %cie(ek za
pomoc) instrukcji warunkowych

↭ w programowaniu strukturalnym a takim zajmujemy si’ na
tym kursie, mo(na sobie wyobrazi&, (e ka(da instrukcja ma
jeden punkt wej%cia i jeden punkt wyj%cia

↭ ustawiaj)c instrukcje w ci)g !)czymy wyj%cie poprzedniej
instrukcji z wej%ciem nast’pnej
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Instrukcje warunkowe
&cie$ka oblicze%

S1

S2

S3

S4

S5

S1

Warunek

S2 S3

S4 S5

S6

In
st

ru
kc

ja 
wa

ru
nk

ow
a

S5

a) jedna ścieżka obliczeń
{(S1, S2, S3, S4, S5, S6)}

b) dwie ścieżki obliczeń
{(S1, S2, S4, S6), (S1, S3, S5, S6)}
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Instrukcje warunkowe
&cie$ka oblicze%

↭ program sk!adaj)cy si’ z n kolejnych instrukcji warunkowych
mo(e posiada& 2n ró(nych %cie(ek oblicze"

↭ sytuacja skomplikuje si’ jeszcze bardziej gdy poznamy
instrukcje iteracji, poniewa( program zawieraj)cy tylko
jedn) instrukcj’ iteracji mo(e posiada& nawet niesko"czenie
wiele ró(nych %cie(ek oblicze"

↭ testuj)c program powinni%my
przetestowa& ka(d) mo(liw) %cie(k’ oblicze"

↭ jedynym sposobem przekonania si’ o poprawno%ci programu
jest formalny dowód jego poprawno%ci
Metody formalne powinny stanowi% cz$&% kszta!cenia ka#-

dego informatyka i in#yniera oprogramowania, tak jak od-

powiednia dziedzina matematyki stosowanej stanowi nie-

zb$dn" cz$&% kszta!cenia wszystkich innych in#ynierów.

– Z raportu FAA (Federal Aviation Authority) i NASA
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Instrukcje warunkowe
&cie$ka oblicze%

Testowanie wskazuje na obecno&% nie za& na brak b!$dów.

– Edsger Dijsktra

↭ za pomoc) testów mo(emy jedynie przekona& si’ o
niepoprawno#ci programu

↭ testy nigdy nie potwierdz) poprawno#ci programu
↭ to (e program przeszed! pomy%lnie wszystkie przygotowane

przez nas testy nie znaczy, (e jest poprawny

© 2024-26 Przemys!aw Kobyla"ski

Instrukcje warunkowe
Instrukcja if-else (C)

↭ instrukcja if-else zawiera warunek oraz dwa ci)gi instrukcji:
if( warunek ) {

// wykonuje si$ gdy warunek jest spe!niony
pierwszy ci"g instrukcji

}
else {

// wykonuje si$ gdy warunek nie jest spe!niony
drugi ci"g instrukcji

}

↭ je%li drugi ci)g instrukcji jest pusty, to mo(emy go
pomin)& wraz ze s!owem kluczowym else:
if( warunek ) {

// wykonuje si$ gdy warunek jest spe!niony
ci"g instrukcji

}
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Instrukcje warunkowe
Instrukcja if-else (C)

↭ instrukcje if-else mo(na zagnie(d(a&:
if(w1) {

if(w2) { gdy w1 && w2 } else { gdy w1 &&! w2 }
}
else {

if(w3) { gdy !w1&& w3 } else { gdy !w1 &&! w3 }
}

↭ je%li ci)g instrukcji jest jednoelementowy, to mo(na pomin)&
otaczaj)ce go nawiasy:
if(n == 1) printf (" jeden\n");
else if(n == 2) printf ("dwa\n");

else if(n == 3) printf ("trzy\n");
else printf ("du!o\n");
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Instrukcje warunkowe
W potrzasku j!zyka C

↭ rozpatrzmy nast’puj)cy poprawny sk!adniowo fragment
programu steruj)cego ruchem kolejowym:
if( semafor_podniesiony );

jazda_do_przodu ;

↭ przez pomy!k’ postawiono %rednik za nawiasem zamykaj)cym
warunek

↭ w przypadku semafora opuszczonego poci)g pojedzie gdy(
zb’dny %rednik oddziela instrukcj’ if od instrukcji
uruchamiaj)cej poci)g, a która wykonywana jest zawsze bez
wzgl’du na spe!nienie lub niespe!nienie warunku

↭ nale(y tak projektowa& j’zyki programowania aby takie i
podobne b!’dy powodowa!y niepoprawno%&
sk!adniow) programu (program ma si’ nie skompilowa& a nie
skompilowa& i dzia!a& niepoprawnie)
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Instrukcje warunkowe
Instrukcja if-then-else (Ada)

↭ instrukcja if-then-else wygl)da w Adzie nast’puj)co:
if Warunek then

-- wykonuje si$ gdy warunek jest spe!niony
pierwszy ci"g instrukcji

else

-- wykonuje si$ gdy warunek nie jest spe!niony
drugi ci"g instrukcji

end if;

↭ je%li drugi ci)g instrukcji jest pusty, to mo(emy go pomin)&
wraz ze s!owem kluczowym else:
if Warunek then

-- wykonuje si$ gdy warunek jest spe!niony
ci"g instrukcji

end if;
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Instrukcje warunkowe
Instrukcja if-then-else (Ada)

↭ instrukcje if-then-else mog) by& zagnie(d(one:
if W1 then

if W2 then

-- gdy W1 and W2
else

-- gdy W1 and not W2
end if;

else

if W3 then

-- gdy not W1 and W3
else

-- gdy not W1 and not W3
end if;

end if;
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Instrukcje warunkowe
Instrukcja if-then-else (Ada)

↭ dzi’ki s!owu kluczowemu elsif mo(na sprawdza& szereg
warunków bez zagnie(d(ania instrukcji if-then-else:
if N = 1 then

Put_Line (" jeden");
elsif N = 2 then

Put_Line ("dwa");
elsif N = 3 then

Put_Line ("trzy");
else

Put_Line ("du!o");
end if;
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Instrukcje warunkowe
Instrukcja if-else (Python)

↭ instrukcja if-else ma w j’zyku Python posta& nast’puj)c):
if Warunek :

# wykonuje si$ gdy warunek jest spe! niony
pierwszy ci"g instrukcji

else:
# wykonuje si$ gdy warunek nie jest spe!niony
drugi ci"g instrukcji

↭ ci)gi instrukcji musz) by& wci’te za pomoc) znaku tabulacji
wzgl’dem kolumny, w której rozpoczyna si’ s!owo kluczowe if

↭ s!owo kluczowe else musi by& w tej samej kolumnie co s!owo
kluczowe if

↭ je%li drugi ci)g instrukcji jest pusty, to mo(na go pomin)&
wraz ze s!owem kluczowym else:
if Warunek :

# wykonuje si$ gdy warunek jest spe! niony
ci"g instrukcji
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Instrukcje warunkowe
Instrukcja if-else (Python)

↭ dzi’ki s!owu kluczowemu elif mo(na sprawdza& szereg
warunków bez zagnie(d(ania instrukcji if-else:
if n == 1:

print(" jeden")
elif n == 2:

print("dwa")
elif n == 3:

print("trzy")
else:

print("du!o")
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Instrukcje warunkowe
W potrzasku j!zyka Python

↭ rozpatrzmy nast’puj)cy poprawny sk!adniowo fragment
programu steruj)cego ruchem kolejowym:
if semafor_podniesiony :

daj_sygna #_d$wi%kowy
jazda_do_przodu

↭ przez pomy!k’ pomini’to znak tabulacji przed
instrukcj) jazda_do_przodu

↭ w przypadku semafora opuszczonego poci)g pojedzie i to bez
sygna!u d#wi’kowego

↭ z rozpatrywanych j’zyków programowania C, Ada i Python
tylko Ada zosta!a starannie zaprojektowana i jest wolna od
takich niespodzianek

↭ j’zyk Ada zosta! zaprojektowany specjalnie do krytycznych
zastosowa", w których od poprawno%ci programu zale(y
zdrowie a nawet (ycie ludzkie
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Instrukcje warunkowe
Instrukcja switch-case (C)

↭ je%li nale(y wybra& jedn) ze %cie(ek oblicze" w zale(no%ci od
warto%ci pewnego wyra(enia, to najwygodniej jest
u(y& instrukcji switch-case:
switch (wyra!enie) {

case warto&’1:
// gdy wyra’enie ma warto %&1
pierwszy ci"g instrukcji
break ;

case warto&’2:
// gdy wyra’enie ma warto %&2
drugi ci"g instrukcji
break ;

...
default :

// gdy wyra’enie ma inn# warto %& ni’
wymienione

ostatni ci"g instrukcji
}
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Instrukcje warunkowe
Instrukcja switch-case (C)

↭ przyk!ad z liczbami:
switch (n) {

case 1:
printf ("jeden\n");
break ;

case 2:
printf ("dwa\n");
break ;

case 3:
printf ("trzy\n");
break ;

default :
printf ("du!o\n");

}
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Instrukcje warunkowe
Instrukcja switch-case (C)

↭ czasami wybiera si’ t’ sam) %cie(k’ w przypadku ró(nych
warto%ci:
switch (wyra!enie) {

case warto&’1:
// gdy wyra’enie ma warto %&1
pierwszy ci"g instrukcji
break ;

case warto&’2:
case warto&’3:

// gdy wyra’enie ma warto %&2 lub warto%&3
drugi ci"g instrukcji
break ;

...
default :

// gdy wyra’enie ma inn# warto %& ni’
wymienione

ostatni ci"g instrukcji
}
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Instrukcje warunkowe
Instrukcja switch-case (C)

↭ je%li pominie si’ któr)% z instrukcji break, to b’dzie
wykonywany kolejny ci)g instrukcji:
switch (wyra!enie) {

case warto&’1:
// gdy wyra’enie ma warto%&1
pierwszy ci"g instrukcji

case warto&’2:
// gdy wyra’enie ma warto%&1 lub warto%&2
drugi ci"g instrukcji
break ;

...
default :

// gdy wyra’enie ma inn# warto%& ni’
wymienione

ostatni ci"g instrukcji
}

↭ gdy wyra(enie ma pierwsz) warto%&, to wykona si’ zarówno
pierwszy jak i drugi ci)g instrukcji
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Instrukcje warunkowe
W potrzasku j!zyka C

↭ instrukcja switch-case w j’zyku C, to tylko pewna forma
skoku w ustalone miejsce programu:
# include <stdio.h>
int main(void) {

switch (1) {
for(int i=0; i < 10; i++)

case 1: printf ("%d\n", i);
}
return 0;

}

↭ trudno przewidzie& co wydrukuje program bo nast’puje skok
do wn’trza p’tli z pomini’ciem inicjowania zmiennej
steruj)cej i (na moim komputerze p’tla drukowa!a kolejne
liczby pocz)wszy od ↓312999856)
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Instrukcje warunkowe
Instrukcja case-when (Ada)

↭ instrukcja case-when ma w j’zyku Ada nast’puj)c) posta&:
case wyra!enie is

when warto&’1 =>
-- gdy wyra’enie ma warto %&1
pierwszy ci"g instrukcji

when warto&’2 =>
-- gdy wyra’enie ma warto %&2
drugi ci"g instrukcji

...
when others =>

-- gdy wyra’enie ma inn# warto%& ni’
wymienione

ostatni ci"g instrukcji
end case;

↭ je%li pominie si’ przypadek when others to w pozostawionych
przypadkach musz) by& wymienione wszystkie warto%ci w
typie wyra(enia
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Instrukcje warunkowe
Instrukcja case-when (Ada)

↭ przyk!ad z liczbami:
case N is

when 1 => Put_Line (" jeden");
when 2 => Put_Line ("dwa");
when 3 => Put_Line ("trzy");
when others => Put_Line ("du!o");

end case;
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Instrukcje warunkowe
Instrukcja case-when (Ada)

↭ mo(na wykona& ten sam ci)g instrukcji przy ró(nych
warto%ciach:
case Oczka_Na_Kostce is

when 1..3 => Put_Line ("ma#o");
when 4..6 => Put_Line ("du!o");

end case;

case Oczka_Na_Kostce is

when 1|3|5 => Put_Line (" nieparzyste ");
when 2|4|6 => Put_Line (" parzyste ");

end case;

↭ przy za!o(eniu nast’puj)cych deklaracji:
type Wynik_Rzutu is range 1 .. 6;
Oczka_Na_Kostce : Wynik_Rzutu ;
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Instrukcje warunkowe
Instrukcja match-case (Python)

↭ j’zyk Python posiada ogólniejsz) instrukcj’ match-case,
której szczególne przypadki odpowiadaj) instrukcjom switch z
j’zyka C i case z j’zyka Ada:
match wyra!enie:

case warto &’1:
# gdy wyra’enie ma warto %&1
pierwszy ci"g instrukcji

case warto &’2:
# gdy wyra’enie ma warto %&2
drugi ci"g instrukcji

...
case _:

# gdy wyra’enie ma inn# warto %& ni’
wymienione

ostatni ci"g instrukcji

↭ s!owo kluczowe case wci’te jednym znakiem tabulacji a ci)g
instrukcji wci’ty dwoma znakami tabulacji
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Instrukcje warunkowe
Instrukcja match-case (Python)

↭ równie( w j’zyku Python mo(na wybra& ten sam ci)g
instrukcji dla ró(nych warto%ci wyra(enia
match oczkaNaKostce :

case 1|3|5:
print (" nieparzyste ")

case 2|4|6:
print (" parzyste ")

match oczkaNaKostce :
case n if n < 4:

print ("ma#o")
case n if n > 3:

print ("du!o")
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Instrukcje warunkowe
Ciekawostka

↭ w roku 1986 próbowa!em skompilowa& na komputerze Odra
1325 program, który kodowa! tekst za pomoc) kropek i
kresek zgodnie z alfabetem Morse’a

↭ program napisany w j’zyku Pascal zawiera!
nast’puj)c) instrukcj’ case z dwudziestoma sze%cioma
przypadkami dla ka(dej z liter:
case litera of

’A’: WriteLn (’.-’);
’B’: WriteLn (’ -... ’);
’C’: WriteLn (’ -.-.’);

...
’Z’: WriteLn (’ --..’);

end;

↭ kompilator przerywa! kompilacj’ programu poniewa( nie by! w
stanie przet!umaczy& instrukcji o zbyt d!ugim przek!adzie (nie
móg! przekracza& ustalonej d!ugo%ci bufora) © 2024-26 Przemys!aw Kobyla"ski

WYK!AD 5.
Iteracje
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Iteracje
Wprowadzenie

↭ programy z!o(one jedynie z instrukcji prostych i instrukcji
warunkowych maj) sko"czon) liczb’ sko"czonych %cie(ek
oblicze"

↭ cz’sto zachodzi potrzeba aby pewien fragment programu
powtórzy& wielokrotnie dopóki spe!niony jest pewien warunek
albo pewn) liczb’ razy (zadan) lub wyliczon))

↭ s!u() do tego instrukcje iteracji (p’tli)
↭ przyk%ad: zsumowa& podawany do programu ci)g liczb

ca!kowitych zako"czony liczb) 0
↭ d!ugo%& %cie(ki oblicze" takiego programu nie jest ustalona i

zale(y od liczby wpisywanych liczb
↭ wniosek: ka(dy nietrywialny program zawiera przynajmniej

jedn) p’tl’
↭ uwaga: ka(dy nietrywialny program sp’dza prawie ca!y swój

czas dzia!ania w p’tlach © 2024-26 Przemys!aw Kobyla"ski

Iteracje
P!tla while (C)

↭ podstawow) p’tl) jest instrukcja while, która w j’zyku C ma
nast’puj)c) posta&:
while ( warunek ) {

ci"g instrukcji
}

↭ w wyniku jej wykonania powtarzany jest ci)g instrukcji tak
d!ugo, dopóki spe!niony jest warunek steruj)cy

↭ mo(e si’ zdarzy&, (e program nigdy nie opu%ci p’tli (warunek
za ka(dym jej przebiegiem pozostanie spe!niony)

↭ je%li program zako"czy p’tl’, to zaraz po jej opuszczeniu
zachodzi negacja warunku steruj)cego
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Iteracje
P!tla while (C)

↭ instrukcja break opuszcza p’tl’
↭ instrukcja continue przechodzi na pocz)tek p’tli

# include <stdio.h>
# include <math.h>
# include <stdbool .h>
int main(void) {

double x;
while(true) {

printf ("Podaj liczb % (0 by zako(czy’): ");
scanf ("%lf", &x);
if(x == 0)

break ;
if(x < 0) {

printf (" Liczba powinna by’ dodatnia !\n");
continue ;

}
printf ("Sqrt (%f) = %f\n", x, sqrt(x));

}
return 0;

} © 2024-26 Przemys!aw Kobyla"ski

Iteracje
P!tla for (C)

↭ cz’sto mamy do czynienia z p’tl) przed któr) wykonuje
si’ inicjowanie zmiennych steruj)cych jej prac) a potem
powtarza si’ ci)g instrukcji dopóki zmienne steruj)ce
spe!niaj) pewien warunek, przy czym po ka(de iteracji
aktualizuje si’ warto%& zmiennych steruj)cych:
inicjowanie ;
while ( warunek ) {

ci"g instrukcji
aktualizacja ;

}

↭ mo(na to zapisa& krócej w postaci p’tli for:
for( inicjowanie ; warunek ; aktualizacja ) {

ci"g instrukcji
}
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Iteracje
P!tla for (C)

↭ najcz’%ciej wykonuje si’ p’tl’ powtarzaj)c j) n razy:
for(int i = 0; i < n; i++) {

ci"g instrukcji
}

↭ drukowanie tabliczki mno(enia:
for(int a = 1; a <= 10; a++) {

for(int b = 1; b <= 10; b++)
printf ("%4d", a * b); // pole 4 znaków

printf ("\n");
}

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

3 6 9 12 15 18 21 24 27 30

4 8 12 16 20 24 28 32 36 40

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

6 12 18 24 30 36 42 48 54 60

7 14 21 28 35 42 49 56 63 70

8 16 24 32 40 48 56 64 72 80

9 18 27 36 45 54 63 72 81 90

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
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Iteracje
P!tla for (C)

↭ przyk!ad p’tli for drukuj)cej pot’gi dwójki mniejsze od
miliarda:

for(int n = 1; n < 1000000000; n *= 2)
printf ("%d\n", n);

↭ co drukuj) poni(sze p’tle?
for(int a = 1; a <= 5; a++) {

for(int b = 1; b <= 5; b++)
printf ("%2d", (a / b) * (b / a));

printf ("\n");
}
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Iteracje
P!tla do-while (C)

↭ czasami zdarza si’, (e p’tla musi wykona& si’ co najmniej raz
i warunek ni) steruj)cy sprawdzamy jest po ka(dej iteracji a
nie przed

↭ w j’zyku C p’tl) tak) jest p’tla do-while:
do {

ci"g instrukcji
} while( warunek );

↭ jest ona równowa(na nast’puj)cej p’tli:
while (true) {

ci"g instrukcji
if (! warunek )

break ;
}
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Iteracje
P!tla do-while (C)

↭ przyk!ad kontroli poprawno%ci wprowadzanych danych:
int n;
do {

printf ("Podaj liczb % z zakresu 1..6: ");
scanf("%d", &n);

} while(n < 1 || n > 6);
printf (" Wprowadzono liczb% %d\n", n);
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Iteracje
W potrzasku j!zyka C

↭ zanim o j’zyku C, to dygresja o najstarszym j’zyku
programowania FORTRAN (u(ywanym do dzi%)

↭ rozpatrzmy nast’puj)cy fragment programu zawieraj)cy p’tl’:
DO 10 K=1. 3
...

10 CONTINUE

↭ w zamierzeniach p’tla powinna wykona& instrukcje pomi’dzy
instrukcj) DO a wierszem z etykiet) 10 trzykrotnie dla
K = 1, 2, 3

↭ pomy!kowa zamiana przecinka na kropk’ w instrukcji DO
spowodowa!a zupe!nie inne dzia!anie

↭ kompilator j’zyka FORTRAN przed analiz) instrukcji usuwa z
niej wszystkie spacje © 2024-26 Przemys!aw Kobyla"ski

Iteracje
W potrzasku j!zyka C

↭ instrukcja DO przyjmuje zatem posta& DO10K=1.3
↭ jest to poprawna sk!adniowo instrukcja podstawiaj)ca za

zmienn) DO10K warto%& 1.3
↭ j’zyk FORTRAN nie wymaga deklaracji zmiennych (podobnie

jak Python) wi’c niezadeklarowana zmienna DO10K by!a
dopuszczalna

↭ instrukcja CONTINUE niczego nie wykonuje (to tzw. pusta
instrukcja) i program po prostu przebiega przez ni)

↭ instrukcje wewn)trz „p’tli” zamiast wykona& si’ trzykrotnie
dla K = 1, 2, 3 wykonaj) si’ raz dla DO10K = 1.3

↭ w j’zyku C zamiana kropki na przecinek mo(e podobnie
zmieni& sens programu
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Iteracje
W potrzasku j!zyka C

↭ rozpatrzmy nast’puj)cy fragment programu w j’zyku C:
x = 0.0;
while (x <= 1 ,5) {

...
x = x + 0.01;

}

↭ w zamierzeniach p’tla mia!a wykonywa& si’ dla warto%ci
zmiennej x od 0.0 do 1.5 z krokiem 0.01

↭ zamiana kropki na przecinek umie%ci!a jako warunek steruj)cy
w p’tli wyra(enie x <= 1, 5

↭ przecinek jest w C operatorem !)cz)cym dwa wyra(enia w
par’ i narzucaj)cym kolejno%& ich obliczania: najpierw lewe
potem prawe wyra(enie

↭ warto%ci) takiej pary wyra(e" jest warto%& prawego wyra(enia
↭ warto%& 5 (liczba ca!kowita ró(na od 0) oznacza w C logiczn)

prawd’, zatem p’tla b’dzie wykonywana w niesko"czono%&
(nie nast)pi b!)d przepe!nienia zmiennopozycyjnego) © 2024-26 Przemys!aw Kobyla"ski

Iteracje
P!tla loop-end loop (Ada)

↭ najprostsz) p’tl) w j’zyku Ada jest p’tla loop-end loop
↭ powtarza ona ci)g instrukcji w niesko"czono%&:

loop

ci"g instrukcji
end loop;

↭ z p’tli mo(na wyj%& korzystaj)c z instrukcji exit
↭ wyj%cie wykonuje si’ gdy spe!niony jest warunek W :

exit when W;
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Iteracje
P!tla loop-end loop (Ada)

↭ przyk!ad p’tli z dwoma wyj%ciami:
loop

S1
exit when W1;
S2
exit when W2;
S3

end loop;

S1 W1 S2 W2 S3

taktak

nienie
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Iteracje
P!tla while-end loop (Ada)

↭ poni(sz) p’tl’:
loop

exit when not W;
ci"g instrukcji

end loop;

mo(na zapisa& w postaci p’tli while-end loop:
while W loop

ci"g instrukcji
end loop;

↭ nie ma w Adzie p’tli takiej jak p’tla do-while z j’zyka C ale
mo(na zapisa& j) w sposób równowa(ny:
loop

ci"g instrukcji
exit when not W;

end loop;
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Iteracje
P!tla for-end loop (Ada)

↭ odpowiednikiem p’tli for z j’zyka C jest w Adzie poni(sza
p’tla:
for Zmienna in Zakres loop

ci"g instrukcji
end loop;

gdzie Zakres podaje si’ w postaci Lo .. Hi
↭ powy(sza p’tla wykonuje si’ dla warto%ci Lo, Lo+1, Lo+2,

... Hi
↭ zmienna steruj)ca p’tl) jest lokalna w niej (nie jest widoczna

poza p’tl))
↭ je%li Hi < Lo, to p’tla nie wykonuje si’
↭ je%li p’tla ma si’ wykona& dla warto%ci Hi, Hi-1, Hi-2,

..., Lo, nale(y u(y&:
for Zmienna in reverse Lo .. Hi loop

ci"g instrukcji
end loop; © 2024-26 Przemys!aw Kobyla"ski

Iteracje
P!tla for-end loop (Ada)

↭ drukowanie tabliczki mno(enia:
with Ada. Text_IO ; use Ada. Text_IO ;
with Ada. Integer_Text_IO ; use Ada. Integer_Text_IO ;
procedure Main is

begin

for A in 1 .. 10 loop

for B in 1 .. 10 loop

Put (A * B, Width => 4);
end loop;
New_Line ; -- przej%cie do nowej linii

end loop;
end Main;
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Iteracje
P!tla while (Python)

↭ p’tla while ma w j’zyku Python nast’puj)c) posta&:
while warunek :

ci"g instrukcji

↭ ci)g instrukcji nale(y wci)& znakiem tabulacji
↭ mo(na opu%ci& p’tl’ wykonuj)c instrukcj’ break
↭ mo(na przej%& na pocz)tek p’tli wykonuj)c

instrukcj’ continue
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Iteracje
P!tla for (Python)

↭ p’tla for ma w j’zyku Python nast’puj)c) posta&:
for zmienna in zakres :

ci"g instrukcji

↭ ci)g instrukcji nale(y wci)& znakiem tabulacji
↭ zakres mo(e by& nast’puj)cej postaci:

↭ range(a) warto%ci 0, 1, 2, . . . , a ↓ 1
↭ range(a, b) warto%ci a, a + 1, a + 2, . . . , b ↓ 1
↭ range(a, b, c) warto%ci a, a + c , a + 2c , . . . , a + c

⌊
b→a→1

c

⌋

↭ drukowanie tabliczki mno(enia:
for a in range (1, 11):

for b in range (1, 11):
print (f’{a * b:4d}’, end="")

print ()
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Iteracje
W potrzasku j!zyka Python

↭ za!ó(my, (e chcemy zsumowa& liczby rzeczywiste mniejsze od
10.0 od 0.0 z krokiem 0.1

↭ rozpatrzmy nast’puj)cy program:
x = 0.0
y = 0.0
while x < 10.0:

y = y + x
x = x + 0.1
print (y)

↭ w programie zapomniano nacisn)& tabulacj’ w instrukcji x =
x + 0.1

↭ zmieni!o to sens programu cho& pozosta! on poprawny
sk!adniowo

↭ po uruchomieniu programu p’tla while nie sko"czy pracy © 2024-26 Przemys!aw Kobyla"ski

Iteracje
Ciekawostka

↭ rozpatrzmy nast’puj)cy program zawieraj)cy p’tl’:

// main.c
# include <stdio.h>
int main(void) {

int n;
printf ("Podaj liczb % n: ");
scanf("%d", &n);
int s = 0;
for(int i = 1; i <= n; i++)

s = s + i;
printf ("1 + 2 + ... + %d = %d\n", n, s);
return 0;

}
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Iteracje
Ciekawostka

↭ wydaje si’, (e do policzenia warto%ci
∑

n

i=1 i trzeba wykona& n

dodawa"
↭ wygenerujemy przek!ad na j’zyk asemblera (w przypadku

mojego komputera jest to procesor M3 z rodziny ARM64)

$ clang -O3 -S main.c

↭ zastosowana opcja -O3 poleca kompilatorowi
zastosowa& najsilniejsz) optymalizacj’ kodu

↭ o procesorze ARM64 mo(na poczyta& na stronie
https://developer.arm.com

↭ przeanalizujemy fragment uzyskanego przek!adu na j’zyk
asemblera

↭ u(yte w nim operacje, to add – dodawanie, lsr – logiczne
przesuni’cie w prawo, sub – odejmowanie, umull – mno(enie
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Iteracje
Ciekawostka

↭ w8, w9, w10 s) 32-bitowymi rejestrami, x9 jest 64-bitowym
rejestrem, w9 jest mniej znacz)c) po!ow) x9, pocz)tkowo
w8 = n, w9 = n ↓ 1

sub w10 , w8 , #2
umull x9 , w9 , w10
lsr x9 , x9 , #1
add w9 , w9 , w8 , lsl #1
sub w9 , w9 , #1

w10 = w8 ↓ 2 = n ↓ 2
w9 = w9 · w10 = (n ↓ 1) · (n ↓ 2)

w9 = w9
2 = (n ↓ 1) · (n ↓ 2)

2

w9 = w9 + 2 · w8 = (n ↓ 1) · (n ↓ 2)
2 + 2 · n

w9 = w9 ↓ 1 = (n ↓ 1) · (n ↓ 2)
2 + 2 · n ↓ 1 = n · (n + 1)

2
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Iteracje
Ciekawostka

↭ jak wida&, suma liczb od 1 do n zostaje policzona wykonuj)c
kilka operacji arytmetycznych

↭ je%li kompilator optymalizuj)c kod zauwa(y, (e mo(na
pozby& si’ p’tli i wyliczy& wynik w prostszy sposób, to tak
zrobi

↭ zoptymalizowany przek!ad mo(na jeszcze troch’ „r’cznie”
upro%ci&:

add w9 , w9 , #2
umull x9 , w9 , w8
lsr x9 , x9 , #1

w9 = w9 + 2 = n + 1
w9 = w9 · w8 = (n + 1) · n

w9 = w9
2 = (n + 1) · n

2
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WYK!AD 6.
Niezmiennik i sko(czono#’ p"tli
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Niezmiennik i sko#czono$% p&tli
Poprawno"’ programu

↭ na wyk!adzie tym zajmiemy si’ dwoma zagadnieniami:
↭ czy p’tla jest poprawna?
↭ czy p’tla zawsze ko"czy prac’?

pragma Assume (P); -- dane spe!niaj# warunek P
S; -- tre%& wykonywanego programu
pragma Assert (Q); -- wyniki spe!niaj# warunek Q

Definicja (Cz&$ciowa poprawno$%)
Mówimy, #e program S jest cz$&ciowo poprawny gdy dla danych

spe!niaj"cych warunek P, je#li program S ko’czy prac$, to jego

wyniki spe!niaj" warunek Q.

Je#li program nie ko(czy pracy, to jest cz"#ciowo poprawny.
Definicja (Pe!na poprawno$%)
Mówimy, #e program S jest w pe!ni poprawny gdy, je#li dane

spe!niaj" warunek P, to program S ko’czy prac$ i jego wyniki

spe!niaj" warunek Q.

Je#li program nie ko(czy pracy, to nie jest w pe%ni poprawny. © 2024-26 Przemys!aw Kobyla"ski

Niezmiennik i sko#czono$% p&tli
Poprawno"’ programu (SPARK podzbiór Ady)

↭ przyk!ad programu spe!niaj)cego warunek ko"cowy:

1 procedure Example with SPARK_Mode is

2 X : Integer := 2;
3 Y : Integer ;
4 begin

5 pragma Assume (X = 2);
6 Y := X + 2;
7 pragma Assert (Y = 4);
8 end Example ;

example.adb:3:04: info: initialization of "Y" proved
example.adb:6:11: info: overflow check proved
example.adb:7:19: info: assertion proved
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Niezmiennik i sko#czono$% p&tli
Poprawno"’ programu (SPARK podzbiór Ady)

↭ przyk!ad programu niespe!niaj)cego warunek ko"cowy:

1 procedure Example with SPARK_Mode is

2 X : Integer := 2;
3 Y : Integer ;
4 begin

5 pragma Assume (X = 2);
6 Y := X + 2;
7 pragma Assert (Y = 5);
8 end Example ;

example.adb:3:04: info: initialization of "Y" proved
example.adb:6:11: info: overflow check proved

example.adb:7:19: medium: assertion might fail
7 | pragma Assert (Y = 5);

| ^~~~~
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Niezmiennik i sko#czono$% p&tli
Ciekawostka (SPARK)

↭ „paradoks” z kotem Schrödingera:

1 procedure Schrodinger with SPARK_Mode , No_Return is

2 Cat_Is_Alive : constant Boolean := False with Ghost;
3 begin

4 loop null; end loop;
5 pragma Assert ( Cat_Is_Alive and not Cat_Is_Alive );
6 end Schrodinger ;

$ alr gnatprove --report=all
Phase 1 of 2: generation of Global contracts ...
Phase 2 of 2: flow analysis and proof ...
schrodinger.adb:5:04: info: assertion proved
Summary logged in /Users/przemko/Documents/alire/schrodinger/obj/development/gnatprove/gnatprove.out

↭ kot (yje i jednocze%nie nie (yje!
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Niezmiennik i sko#czono$% p&tli
Niezmiennik p!tli

S1

S2

Powtarzać?

S3

nie

tak

(S1, S3)
(S1, S2, S3)
(S1, S2, S2, S3)
(S1, S2, S2, S2, S3)
(S1, S2, S2, S2, S2, S3)
(S1, S2, S2, S2, S2, S2, S3)
…

Nieskończenie wiele ścieżek obliczeń:

Q: Jak udowodnić poprawność
nieskończenie wielu ścieżek obliczeń?
A: Indukcja!

© 2024-26 Przemys!aw Kobyla"ski

Niezmiennik i sko#czono$% p&tli
Niezmiennik p!tli

↭ rozpatrzmy nast’puj)c) p’tl’:
while W loop

S
end loop;

gdzie W jest warunkiem steruj)cym a S ci)giem instrukcji
↭ zawsze istnieje warunek P taki, (e:

pragma Assume (P and W);
S
pragma Assert (P);

to znaczy, je%li spe!niony jest warunek P oraz W , to po
wykonaniu ci)gu instrukcji S spe!niony jest warunek P (takim
warunkiem jest np. True)
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Niezmiennik i sko#czono$% p&tli
Niezmiennik p!tli

↭ mo(na udowodni&, (e taki warunek P ma równie( tak)
w!asno%&:
pragma Assert (P);
while W loop

S
end loop;
pragma Assert (P and not W);

↭ warunek P o powy(szej w!asno%ci nazywa si’ niezmiennikiem
p’tli

↭ nazwa „niezmiennik” podkre%la, (e warunek ten jest
zachowany podczas wykonywania p’tli (nie zmienia si’)

↭ przyjmijmy, (e w p’tli zmieniaj) swoje warto%ci zmienne
x1, x2, . . . , xn

↭ b’dziemy to zapisywa& w ten sposób:

P(x1, x2, . . . , xn)
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Niezmiennik i sko#czono$% p&tli
Niezmiennik p!tli

↭ aby udowodni&, (e P(x1, x2, . . . , xn) jest niezmiennikiem
b’dziemy stosowa& indukcj’

↭ w pierwszym kroku b’dziemy sprawdza& czy po doj%ciu do
p’tli (a przed rozpocz’ciem jej wykonywania) dane spe!niaj)
warunek P(x1, x2, . . . , xn)

↭ w tym celu podstawimy za zmienne x1, x2, . . . , xn warto%ci
jakie maj) przy doj%ciu do p’tli i sprawdzimy czy zachodzi
warunek P

↭ w drugim kroku b’dziemy udowadnia& nast’puj)c) implikacj’:

P(x1, . . . , xn)⇒W (x1, . . . .xn)⇒Q(x1, x
↔
1, . . . , xn, x

↔
n) ⇑ P(x ↔

1, . . . , x
↔
n)

↭ gdzie warunek Q(x1, x
↔
1, . . . , xn, x

↔
n) wyra(a zale(no%& nowych

warto%ci zmiennych (te z primami) od starych warto%ci (te bez
primów)
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Niezmiennik i sko#czono$% p&tli
Niezmiennik p!tli

↭ na przyk!ad, dla poni(szej p’tli
while W loop

X := X + 1;
Y := Y + X;

end loop;

warunek Q(X , X
↔, Y , Y

↔) jest nast’puj)cy:

X
↔ = X + 1 ⇒ Y

↔ = Y + X
↔

↭ zwró& uwag’. (e do starej warto%ci Y dodawana jest nowa
warto%& X

↔ obliczona w poprzedniej instrukcji
↭ je%li powiedzie si’ dowód indukcyjny, to udowodnili%my, (e po

wykonaniu p’tli while nadal zachodzi warunek P czyli jest on
niezmiennikiem p’tli
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Niezmiennik i sko#czono$% p&tli
Niezmiennik p!tli

↭ kluczow) rol’ odgrywa to, jaki warunek P b’dziemy dowodzi&
↭ jak wcze%niej wspomniano taki warunek zawsze istnieje
↭ warunek True jest bezu(yteczny gdy( wszystkie warto%ci

danych go spe!niaj), wi’c nic nie mówi on o dzia!aniu p’tli
↭ najlepiej by!oby za P przyj)& warunek spe!niony przez jak

najmniejsz) liczb’ danych (jak najsilniejszy)
↭ dlatego przez niezmiennik p’tli b’dziemy uwa(a& najsilniejszy

warunek spo%ród tych, które s) zachowane podczas dzia!ania
p’tli

↭ sk)d wzi)& taki najsilniejszy warunek?
↭ je%li napisa!e% t’ p’tl’, to mia!e% na my%li jak ona ma dzia!a&

by uzyska& po()dany efekt
↭ pisz)c p’tl’ my%la!e% o jej niezmienniku, nawet je%li nie

zdawa!e% sobie z tego sprawy
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Niezmiennik i sko#czono$% p&tli
Niezmiennik p!tli

↭ je%li to nie ty jeste% autorem p’tli, to sytuacja jest bardziej
skomplikowana

↭ najlepiej prze%ledzi& dzia!anie p’tli analizuj)c %lad wykonania
jej pierwszych kilku/kilkunastu iteracji

↭ obserwuj)c jak zmienia!y si’ dane w kolejnych iteracjach
mo(na stara& si’ odgadn)& posta& niezmiennika

↭ po sformu!owaniu warunku P nale(y jeszcze
udowodni& indukcyjnie, (e faktycznie jest to niezmiennik
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Niezmiennik i sko#czono$% p&tli
Przyk#ad: iloraz ca#kowity

↭ w poni(szym fragmencie programu dane s) warto%ci
zmiennych x ↘ 0 i y > 0:

int q = 0;
int r = x;
while(r >= y) {

r = r - y;
q = q + 1;

}

↭ udowodnimy, (e powy(sza p’tla wylicza iloraz ca!kowity q i
reszt’ z dzielenia r warto%ci x przez warto%& y

↭ w tym celu poka(emy indukcyjnie, (e niezmiennikiem jest
P(q, r) ⇓ x = q · y + r ⇒ 0 ≃ r
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Niezmiennik i sko#czono$% p&tli
Przyk#ad: iloraz ca#kowity

↭ w pierwszym kroku sprawdzimy czy warto%ci q = 0, r = x

spe!niaj) warunek niezmiennika:

P(0, x) ⇓ x = 0 · y + x ⇒ 0 ≃ x ⇓ x = x ⇒ 0 ≃ x ⇓ 0 ≃ x

↭ w drugim kroku poka(emy prawdziwo%& implikacji

P(q, r) ⇒ r ↘ y ⇒ Q(q, q
↔, r , r

↔) ⇑ P(q↔, r
↔),

gdzie Q(q, q
↔, r , r

↔) ⇓ r
↔ = r ↓ y ⇒ q

↔ = q + 1
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Niezmiennik i sko#czono$% p&tli
Przyk#ad: iloraz ca#kowity

↭ za!o(enia:

x = q · y + r , 0 ≃ r , r ↘ y , r
↔ = r ↓ y , q

↔ = q + 1

↭ teza:
x = q

↔ · y + r
↔ ⇒ 0 ≃ r

↔

↭ dowód:

x = q · y + r = (q↔ ↓ 1) · y + r = (q↔ ↓ 1) · y + (r ↔ + y)
= q

↔ · y + r
↔

r
↔ = r ↓ y ↘ 0

↭ zatem nowe warto%ci q
↔ i r

↔ spe!niaj) warunek P

↭ po wyj%ciu z p’tli zachodzi

P(q, r) ⇒ r < y ⇓ x = q · y + r ⇒ 0 ≃ r < y
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Niezmiennik i sko#czono$% p&tli
Przyk#ad: pot!gowanie ca#kowite

↭ w poni(szym fragmencie programu dane s) warto%ci
zmiennych x > 0 i n ↘ 0:

int y = 1, p = x, i = n;
while(i != 0) {

if(i % 2 == 0) {
p = p * p; i = i / 2;

}
else {

y = y * p; i = i - 1;
}

}

↭ udowodnimy, (e powy(sza p’tla wylicza x
n

↭ w tym celu poka(emy indukcyjnie, (e niezmiennikiem jest
P(y , p, i) ⇓ y · p

i = x
n
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Niezmiennik i sko#czono$% p&tli
Przyk#ad: pot!gowanie ca#kowite

↭ w pierwszym kroku sprawdzimy czy warto%ci
y = 1, p = x , i = n spe!niaj) warunek niezmiennika:

P(1, x , n) ⇓ 1 · x
n = x

n ⇓ x
n = x

n

↭ w drugim kroku poka(emy prawdziwo%& implikacji

P(y , p, i) ⇒ i →= 0 ⇒ Q(y , y
↔, p, p

↔, i , i
↔) ⇑ P(y ↔, p

↔, i
↔),

gdzie Q(y , y
↔, p, p

↔, i , i
↔) opisuje jak w jednym przebiegu p’tli

zmieniaj) si’ warto%ci zmiennych y , p, i
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Niezmiennik i sko#czono$% p&tli
Przyk#ad: pot!gowanie ca#kowite

↭ zmiany zmiennych zale() od parzysto%ci warto%ci zmiennej i ,
zatem dowód b’dzie sk!ada! si’ z dwóch przypadków

↭ przypadek gdy i jest parzyste:
↭ za!o(enia:

y · p
i = x

n, i →= 0 y
↑ = y , p

↑ = p
2, i

↑ = i

2
↭ teza:

y
↑ · p

↑i→
= x

n

↭ dowód:

y
↔ · p

↔i → = y · p
↔i → = y · (p2)i

→ = y · (p2)
i

2

= y · p
2· i

2 = y · p
i = x

n
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Niezmiennik i sko#czono$% p&tli
Przyk#ad: pot!gowanie ca#kowite

↭ przypadek gdy i jest nieparzyste:
↭ za!o(enia:

y · p
i = x

n, i →= 0 y
↑ = y · p, p

↑ = p, i
↑ = i ↓ 1

↭ teza:
y

↑ · p
↑i→

= x
n

↭ dowód:

y
↔ · p

↔i → = (y · p) · p
↔i → = y · p · p

i
→ = y · p · p

i→1

= y · p
i = x

n

↭ po wyj%ciu z p’tli zachodzi warunek P(y , p, i) ⇒ i = 0, zatem

P(y , p, i) ⇒ i = 0 ⇓ y · p
i = x

n ⇒ i = 0 ⇑ y · p
0 = x

n ⇓ y = x
n

↭ czy po wyj%ciu z p’tli zmienna p mo(e by& równa 0?
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Niezmiennik i sko#czono$% p&tli
Sko%czono"’ p!tli

↭ samo udowodnienie niezmiennika nie gwarantuje, (e program
jest w pe!ni poprawny

↭ nale(y jeszcze udowodni&, (e dla wszystkich poprawnych
danych p’tla ko"czy prac’

↭ aby pokaza&, (e p’tla ko"czy prac’ nale(y poda& wyra(enie o
warto%ciach ca!kowitych ograniczonych z do!u, które przy
ka(dej iteracji p’tli malej)

↭ porz)dek < na liczbach naturalnych jest dobrze ufundowany
gdy( nie istnieje niesko"czony ci)g malej)cy o warto%ciach
naturalnych

↭ analogicznie mo(na dla dowodu poda& wyra(enie o
warto%ciach ca!kowitych ograniczonych z góry, które przy
ka(dej iteracji p’tli rosn) (wówczas maleje dystans do górnego
ograniczenia)
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Niezmiennik i sko#czono$% p&tli
Przyk#ad w j!zyku Ada

↭ czy poni(sza p’tla zawsze ko"czy prac’?
type Liczba is mod 2**32;
N : Liczba ;
...
while N /= 0 loop

N := N and (N - 1);
end loop;

0

b0b31

0001100100111100011010101011111N

11110100100111100011010101011111N-1

N and (N-1) 00000100100111100011010101011111

17 jedynek

16 jedynek

↭ o jeden maleje liczba jedynek w binarnej reprezentacji liczby N

↭ !atwo jest oszacowa& maksymaln) liczb’ iteracji
↭ p’tla sko"czy si’ maksymalnie po 32 iteracjach dla

N = Liczba’Last = 232 ↓ 1 = 4294967295
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Niezmiennik i sko#czono$% p&tli
Ciekawostka

↭ Hipoteza Collatza (hipoteza 3n+1)
↭ w roku 1937 niemiecki matematyk Lothar Collatz

sformu!owa! hipotez’, (e poni(szy ci)g zawsze osi)ga
warto%& 1 dla dowolnej pocz)tkowej warto%ci ca!kowitej c0 > 1

cn+1 =
{

cn/2 gdy cn jest parzyste,
3 · cn + 1 gdy cn jest nieparzyste

↭ hipoteza pozostaje do dzi% nierozstrzygni’ta (sprawdzono
liczby mniejsze od 20 · 258 ⇐ 5.764 · 1018)

while N /= 1 loop

if N mod 2 = 0 then

N := N / 2;
else

N := 3 * N + 1;
end if;

end loop; © 2024-26 Przemys!aw Kobyla"ski

Niezmiennik i sko#czono$% p&tli
Przyk#ad w j!zyku SPARK

↭ zadanie zsumowania liczb od 1 do 100:
procedure Gauss_Summation is

X : Natural := 100;
Y : Natural := 0;

begin

while X /= 0 loop

Y := Y + X;
X := X - 1;

end loop;
end Gauss_Summation ;

↭ czy p’tla ko"czy prac’?
↭ ile wynosi warto%& Y po wyj%ciu z p’tli?
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Niezmiennik i sko#czono$% p&tli
Przyk#ad w j!zyku SPARK

↭ dowód niezmiennika p’tli:

1. Niech S = 100·(100+1)
2 .

2. Niezmiennikiem p’tli jest warunek
P(X , Y ) ⇓

(
Y = S ↓ X ·(X+1)

2
)
.

3. Dowód niezmiennika przeprowadzimy indukcyjnie.

Krok 1. Warto%ci pocz)tkowe zmiennych spe!niaj) niezmiennik:
P(100, 0) ⇓ 0 = 100·(100+1)

2 ↓ 100·(100+1)
2 ⇓ 0 = 0.

Krok 2. Udowodnimy prawdziwo%& implikacji:

P(X , Y ) ⇒ X →= 0 ⇒ Q(X , X
↔, Y , Y

↔) ⇑ P(X ↔, Y
↔),

gdzie Q(X , X
↔, Y , Y

↔) opisuje zmian’ w jednym przebiegu
p’tli starych warto%ci zmiennych X , Y na nowe X

↔, Y
↔:

Q(X , X
↔, Y , Y

↔) ⇓ Y
↔ = Y + X ⇒ X

↔ = X ↓ 1
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Niezmiennik i sko#czono$% p&tli
Przyk#ad w j!zyku SPARK

↭ za!o(enia:

Y = S ↓ X · (X + 1)
2 , X →= 0, Y

↔ = Y + X , X
↔ = X ↓ 1

↭ teza:
Y

↔ = S ↓ X
↔ · (X ↔ + 1)

2
↭ dowód:

Y
→ = Y + X

= S →
X · (X + 1)

2 + X = S →
(X → + 1) · (X → + 2)

2 + X
→ + 1

= S →
(X → + 1) · (X → + 2) → 2 · (X → + 1)

2 = S →
(X → + 1) · (X → + 2 → 2)

2

= S →
(X → + 1) · X

→

2 ↫
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Niezmiennik i sko#czono$% p&tli
Przyk#ad w j!zyku SPARK

↭ dowód sko"czono%ci p’tli:

1. Warto%& zmiennej X jest ograniczona z do!u przez 0.
2. Za ka(dym razem warto%& X maleje o jeden.
3. Zatem po sko"czonej liczbie iteracji osi)gnie warto%& X = 0 i

wykonywanie p’tli zako"czy si’.
↭ udowodnili%my niezmiennik p’tli i sko"czono%& p’tli
↭ z niezmiennika p’tli wynika, (e po wyj%ciu z p’tli

Y = S ↓ X ·(X+1)
2

↭ po wyj%ciu z p’tli zachodzi negacja warunku steruj)cego p’tl),
zatem X = 0 i Y = S
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Niezmiennik i sko#czono$% p&tli
Przyk#ad w j!zyku SPARK

↭ przeprowadzimy automatyczny dowód w j’zyku SPARK
↭ dopiszemy w programie warunki niezmiennika, zmiennika i

asercj’
↭ sta!a S jest „duchem” na potrzeby formalnego dowodu (nie

istnieje w wykonywalnym przek!adzie)
1 procedure Gauss_Summation with SPARK_Mode is

2 X : Natural := 100;
3 S : constant Natural := X * (X + 1) / 2 with Ghost;
4 Y : Natural := 0;
5 begin

6 while X /= 0 loop

7 pragma Loop_Invariant (Y = S - X * (X + 1) / 2);
8 pragma Loop_Variant ( Decreases => X);
9 Y := Y + X;

10 X := X - 1;
11 end loop;
12 pragma Assert (Y = S);
13 end Gauss_Summation ;
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Niezmiennik i sko#czono$% p&tli
Przyk#ad w j!zyku SPARK

↭ Uruchomienie programu GNATprove:
$ alr gnatprove --report=all

Phase 1 of 3: generation of data representation information ...

Phase 2 of 3: generation of Global contracts ...

Phase 3 of 3: flow analysis and proof ...

gauss_summation.adb:3:30: info: overflow check proved

gauss_summation.adb:3:35: info: overflow check proved

gauss_summation.adb:3:40: info: division check proved

gauss_summation.adb:3:40: info: range check proved

gauss_summation.adb:7:30: info: loop invariant initialization proved

gauss_summation.adb:7:30: info: loop invariant preservation proved

gauss_summation.adb:7:36: info: overflow check proved

gauss_summation.adb:7:40: info: overflow check proved

gauss_summation.adb:7:45: info: overflow check proved

gauss_summation.adb:7:50: info: division check proved

gauss_summation.adb:8:28: info: loop variant proved

gauss_summation.adb:9:14: info: overflow check proved

gauss_summation.adb:10:14: info: range check proved

gauss_summation.adb:12:19: info: assertion proved

Summary logged in /Users/przemko/Documents/alire/gauss_summation/obj/development/gnatprove/gnatprove.out
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WYK!AD 7.
Z%o&one typy danych
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Z!o’one typy danych
Wprowadzenie

↭ istnieje w j’zykach programowania potrzeba pos!ugiwania
si’ odno%nikiem do warto%ci zamiast sam) warto%ci)

↭ na przyk!ad funkcja scanf() w j’zyku C czytaj)c warto%&
zmiennej musi zna& miejsce przechowywania tej zmiennej

↭ wskazanie przechowuje informacj’ gdzie znajduje
si’ wskazywana warto%&:

Liczba całkowita

Wskazanie na liczbę całkowitą

13

© 2024-26 Przemys!aw Kobyla"ski

Z!o’one typy danych
Wska(niki (C)

↭ je%li T jest typem danej, to T* jest typem wska#nika
prowadz)cego do danej typu T

↭ je%li x jest dan) typu T, to &x jest wskazaniem prowadz)cym
do danej x i jest typu T*

↭ je%li p jest wskazaniem typu T* tj. wskazuje na dan) typu T,
to *p jest dan) wskazywan) przez wska#nik p (operator *
nazywa si’ operatorem wy%uskania albo operatorem
dereferencji)

int x = 13;
int* p = &x;
int y = *p + 10; // warto%& 23
*p = 7;
int z = x + 10; // warto%& 17

T* p ⇓ T *p

⇔(&x) ⇓ x , &(⇔p) ⇓ p
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Z!o’one typy danych
Wska(niki (C)

↭ czasami b’dziemy pos!ugiwa& si’ wskazaniem na wskazanie
↭ je%li T jest typem danej, to T** jest typem wskazania do

miejsca gdzie znajduje si’ wskazanie prowadz)ce do danej
typu T

↭ je%li q jest typu T**, to *q jest wskazaniem typu T*
prowadz)cym do miejsca gdzie znajduje si’ dana typu T

↭ je%li q jest typu T**, to **q jest dan) typu T wskazywan)
przez wskazanie wskazywane przez q

int x = 13;
int* p = &x;
int ** q = &p;
int y = **q + 10; // warto %& 23
**q = 7;
int z = x + 10; // warto %& 17
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Z!o’one typy danych
Wska(niki (C)

↭ niech T b’dzie typem, wówczas sizeof(T) jest rozmiarem
danej typu T liczonym w bajtach

↭ funkcja malloc() s!u(y do rezerwowania danej liczby bajtów
pami’ci i zwraca wskazanie typu void* na zarezerwowane
miejsce (je%li nie by!o ju( tyle wolnego miejsca, to zwracany
jest pusty wska#nik NULL)

↭ niech p b’dzie wska#nikiem typu T*, wykonuj)c podstawienie
p = (T*)malloc(sizeof(T)) pod zmienn) p zostaje
podstawione wskazanie na nowo zarezerwowane miejsce
rozmiaru sizeof(T) (albo NULL gdy nie by!o wolnego
miejsca)

#include < stdlib .h>
...
int* p = (int *) malloc ( sizeof (int));
*p = 13;
int* q = p;
*q = 7;
int x = *p + 2; // warto%& 9

© 2024-26 Przemys!aw Kobyla"ski

Z!o’one typy danych
Wska(niki (C)

↭ w j’zyku C mo(liwa jest arytmetyka na wska#nikach
↭ niech p b’dzie typu T*, wówczas p + 1 jest wska#nikiem

wskazuj)cym miejsce o sizeof(T) bajtów za miejscem
wskazywanym przez p

↭ analogicznie p + n, dla ca!kowitego n, jest miejscem
znajduj)cym si’ o n * sizeof(T) bajtów za miejscem
wskazywanym przez p

# include <stdlib .h>
...
int* p = (int *) malloc (2 * sizeof (int));
*p = 13;
*(p + 1) = 7;
int x = *p + *(p + 1); // warto%& 20
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Z!o’one typy danych
Wska(niki (C)

↭ aby zwolni& obszar pami’ci wskazywany przez wska#nik p
nale(y wywo!a& funkcj’ free(p)

↭ funkcja free() nie podstawia pod p warto%ci NULL
↭ po zwolnieniu obszaru wskazywanego przez p, wska#nik p

staje si’ wisz)cym wska*nikiem (ang. dangling pointer) tj.
wska#nikiem ró(nym od NULL ale niewskazuj)cym danej

int* p = (int *) malloc ( sizeof (int));
*p = 13;
free(p);
int x = *p + 1; // b!$dne odwo!anie do p
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Z!o’one typy danych
Wska(niki (Ada)

↭ je%li T jest typem danej, to access T jest typem wska#nika
prowadz)cego do danej typu T

↭ je%li P jest typu access T, to new T tworzy nowy obiekty
typu T i zwraca wskazanie na niego (albo null gdy nie by!o
dostatecznie du(o wolnego miejsca)

↭ je%li P jest wskazaniem typu access T, to P.all jest
dan) typu T wskazywan) przez wska#nik P

with Ada. Integer_Text_IO ; use Ada. Integer_Text_IO ;
procedure Main is

type AInteger is access Integer ;
P : AInteger ;

begin

P := new Integer ;
P.all := 13;
Put (P.all);

end Main;
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Z!o’one typy danych
Wska(niki (Ada)

↭ aby zwolni& obszar przechowuj)cy dan) typu T wskazywan)
przez wska#nik typu access T nale(y przygotowa& procedur’
Delete na bazie procedury rodzajowej
Ada.Unchecked_Deallocation

↭ procedura Delete nie tylko zwolni obszar ale i podstawi pod
wska#nik warto%& null

with Ada. Unchecked_Deallocation ;
procedure Main is

type AInteger is access Integer ;
P : AInteger ;
procedure Delete is new

Ada. Unchecked_Deallocation (Integer , AInteger );
begin

P := new Integer ;
P.all := 13;
Delete (P);
pragma Assert (P = null);

end Main;
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Z!o’one typy danych
Wska(niki (Ada)

↭ dlaczego procedura rodzajowa nazywa
si’ Ada.Unchecked_Deallocation?

↭ wska#niki w Ada s) bezpieczne do momentu kiedy je
zwalniamy

↭ procedura Ada.Unchecked_Deallocation nie sprawdza czy
zwalniany obszar nie jest wskazywany jeszcze przez inny
wska#nik

↭ zwolnienie takiego obszaru spowoduje, (e ten drugi wska#nik
b’dzie wisz)cy, co jest niebezpieczne
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Z!o’one typy danych
Wska(niki (Ada)

↭ przyk!ad wisz)cego wska#nika w Adzie:

with Ada. Unchecked_Deallocation ;
procedure Main is

type AInteger is access Integer ;
P, Q : AInteger ;
procedure Delete is new Ada. Unchecked_Deallocation

(Integer , AInteger );
begin

P := new Integer ;
P.all := 13;
Q := P;
Delete (P);
Q.all := 7; -- wisz#cy wska(nik!

end Main;
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Z!o’one typy danych
Wska(niki (Python)

↭ w j’zyku Python nie ma typu wska#nikowego
↭ co nie znaczy, (e program operuj)c na danych nie korzysta ze

wska#ników
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Z!o’one typy danych
Typy z#o$one

↭ typ z!o(ony sk!ada si’ ze sk!adowych prostszych typów
↭ zbiór warto%ci typu z!o(onego mo(e by&:

↭ zbiorem wektorów ustalonej d!ugo%ci z!o(onych z warto%ci tego
samego typu (tablice)

↭ zbiorem krotek o ustalonej liczbie sk!adowych ró(nych typów
(struktury, rekordy, krotki)

↭ zbiorem warto%ci b’d)cym sum) mnogo%ciow) ró(nych typów
(unie)
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Z!o’one typy danych
Tablice (C)

↭ tablic’ o n elementach tego samego typu T deklaruje si’ w C
w nast’puj)cy sposób:
T tab[n];

gdzie tab jest nazw) deklarowanej tablicy
↭ zostaje zarezerwowany obszar wielko%ci n ⇔ sizeof(T ) bajtów
↭ do warto%ci elementów tablicy odwo!ujemy si’ za

pomoc) indeksu o warto%ciach 0, 1, 2, . . . , n ↓ 1
↭ je%li i jest warto%ci) indeksu, to tab[i] zachowuje

si’ dok!adnie tak samo jak zmienna typu T:
tab [0] = k;
tab [1] = tab [0] - 1;

↭ warto%& elementu tablicy mo(na u(y& do wyliczenia indeksu:
tab[i] = tab[tab[j] + 1];
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Z!o’one typy danych
Tablice (C)

↭ warto%ci elementów tablicy mo(na zainicjowa& podczas
deklaracji:
int tab [5] = {1, 2, 3, 4, 5};

lub krócej:
int tab [] = {1, 2, 3, 4, 5};

↭ zerowanie elementów tablicy w p’tli:
int tab [10000];
for(int i = 0; i < 10000; i++)

tab[i] = 0;

↭ tablica w C mo(e mie& liczb’ elementów ustalan) podczas
wykonywania programu:

int n;
printf ("podaj rozmiar tablicy : ");
scanf("%d", &n);
double tab[n];
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Z!o’one typy danych
W potrzasku j!zyka C

↭ w j’zyku C nie ma prawdziwych tablic, jest tylko arytmetyka
wska#ników

↭ po zarezerwowaniu obszaru pami’ci na tablic’:
int tab[n];

identyfikator tablicy jest zwyk!ym wska#nikiem na pocz)tek
zarezerwowanego obszaru

x[i ] ⇓ ⇔(x + i)

↭ na przyk!ad instrukcja:
tab[i] = tab[tab[j] + 1];

jest zamieniana na:
*( tab + i) = *( tab + *( tab + j) + 1);

i dlatego nie wykonuje si’ kontroli zakresu indeksów © 2024-26 Przemys!aw Kobyla"ski

Z!o’one typy danych
Tablice (Ada)

↭ typ tablicowy w j’zyku Ada deklaruje si’ nast’puj)co:
type Tablica is array (Lo .. Hi) of T;

gdzie Lo i Hi jest zakresem warto%ci indeksu a T jest typem
elementów tablicy

↭ tablic’ deklaruje si’ nast’puj)co:
Nazwa : Tablica ;

↭ podczas dzia!ania programu kontrolowany jest zakres indeksu
↭ przekroczenie zakresu indeksu sygnalizowane jest wyj)tkiem

CONSTRAINT_ERROR
↭ dolny i górny zakres indeksu mo(na sprawdzi& za pomoc)

Nazwa’First i Nazwa’Last
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Z!o’one typy danych
Tablice (Ada)

↭ warto%ci elementów tablicy mo(na zainicjowa& podczas
deklaracji:
type Tablica is array (1 .. 5) of Integer ;
Nazwa : Tablica := (1, 0, 0, 0, 5);

mo(na te( tak:
Nazwa : Tablica := (1 => 1, 5 => 5, others => 0);

↭ zerowanie elementów tablicy w p’tli:
for I in Nazwa ’Range loop -- iteracja po

indeksach
Nazwa(I) := 0;

end loop;

albo pro%ciej:
for E of Nazwa loop -- iteracja po elementach

E := 0;
end loop;
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Z!o’one typy danych
Tablice (Ada)

↭ deklaruj)c typ tablicowy nie trzeba podawa& zakresu indeksów:
type Tablica is array ( Integer range <>) of

Integer ;

↭ jest to bardzo przydatne przy przekazywaniu tablicy jako
parametru:
function Max (A : Tablica ) return Integer is

M : Integer := A (A’ First);
begin

for I in A’First + 1 .. A’Last loop

if A (I) > M then

M := A (I);
end if;

end loop;
return M;

end Max;

↭ zakres indeksów nale(y poda& podczas deklarowania tablicy:
Tab1 : Tablica (1 .. 10);
Tab2 : Tablica (-5 .. 5);
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Z!o’one typy danych
Listy (Python)

↭ tablice w j’zyku Python nazywa si’ listami
↭ elementy indeksuje si’ od 0
↭ elementy listy mog) by& ró(nych typów:

x = [1, 3.14 , ’napis ’, (0, 0)]
for y in x: # iteracja po elementach

print(type(y))
for i in range (len(x)): # iteracja po indeksach

print(x[i])

<class ’int’>
<class ’float’>
<class ’str’>
<class ’tuple’>
1
3.14
napis
(0, 0) © 2024-26 Przemys!aw Kobyla"ski

Z!o’one typy danych
Listy (Python)

↭ plasterek (ang. slice) listy to jej fragment:
↭ x [i ] i-ty element
↭ x [i : j] elementy od i-tego do j-1-ego
↭ x [i : j : k] elementy od i-tego do j-1-ego z krokiem co k
↭ x [: j] prefiks listy d!ugo%ci j
↭ x [i :] sufiks listy od i-tego elementu
↭ x [:: k] elementy listy z krokiem co k
↭ x [:: ↓1] lista o tych samych elementach ale w odwrotnej

kolejno%ci
>>> x = [0, 1, 2, 3, 4, 5, 6]

>>> x[3:5]

[3, 4]

>>> x[2:5:2]

[2, 4]

>>> x[:4]

[0, 1, 2, 3]

>>> x[3:]

[3, 4, 5, 6]

>>> x[::2]

[0, 2, 4, 6]

>>> x[::-1]

[6, 5, 4, 3, 2, 1, 0]
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Z!o’one typy danych
Listy (Python)

↭ dodawanie i usuwanie elementów:
↭ x .append(y) do!)cz na ko"cu listy x warto%& y
↭ x .insert(i , y) wstaw na i-t) pozycj’ warto%& y
↭ x .remove(y) usu" pierwsze wyst)pienie warto%ci y
↭ x .pop() usu" pierwszy element listy
↭ x .pop(i) usu" i-ty element listy

>>> x = []

>>> x.append(1)

>>> x.insert(0, 2)

>>> x.append(3)

>>> x

[2, 1, 3]

>>> x.remove(1)

>>> x

[2, 3]

>>> x = [2, 1, 3]

>>> x.remove(3)

>>> x

[2, 1]

>>> x.pop(1)

1

>>> x

[2]
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Z!o’one typy danych
Listy (Python)

↭ !)czenie list:

>>> x = [1, 2, 3]
>>> y = [’jeden’, ’dwa’, ’trzy’]
>>> z = x + y
>>> z
[1, 2, 3, ’jeden’, ’dwa’, ’trzy’]
>>> y.extend(x)
>>> y
[’jeden’, ’dwa’, ’trzy’, 1, 2, 3]
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Z!o’one typy danych
Struktury (C)

↭ struktura sk!ada si’ z pól przechowuj)cych warto%ci
↭ pola mog) by& ró(nych typów
↭ deklaracja typu:

struct T { T1 p1; T2 p2; ...; Tn pn ;};

↭ deklaracja zmiennej:
struct T x;

↭ deklaracja i zainicjowanie zmiennej:
struct T x = {w1 , w2 , ..., wn };

↭ selektor pola:
x.p

int main(void) {
struct Punkt { double x; double y; };
struct Punkt p = {2.0 , 3.0};
p.x = p.x + 2.0;
p.y = p.y - 4.0;

} © 2024-26 Przemys!aw Kobyla"ski

Z!o’one typy danych
Rekordy (Ada)

↭ rekord sk!ada si’ z pól przechowuj)cych warto%ci
↭ pola mog) by& ró(nych typów
↭ deklaracja typu:

type T is

record

P1 : T1; P2 : T2; ...; Pn : Tn;
end record ;

↭ deklaracja zmiennej:
X : T;

↭ deklaracja i zainicjowanie zmiennej:
X : T := (w1 , w2 , ..., wn);

↭ selektor pola:
X.P
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Z!o’one typy danych
Rekordy (Ada)

procedure Main is

type Punkt is

record

X : Float;
Y : Float;

end record ;
P1 : Punkt := (2.0 , 3.0);
P2 : Punkt := (Y => 1.0 , X => -1.0);

begin

P1.X := P1.X + P2.X;
P1.Y := P1.Y + P2.Y;

end Main;
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Z!o’one typy danych
Krotki (Python)

↭ krotka (ang. tuple) sk!ada si’ ze sk!adowych przechowuj)cych
warto%ci

↭ sk!adowe mog) by& ró(nych typów
↭ inicjowanie zmiennej:

x = (w1 , w2 , ..., wn)
y = (w1 ,) # przecinek jest konieczny

↭ sk!adowe indeksowane s) od 0
↭ selektor sk!adowej:

x[i]
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Z!o’one typy danych
Ciekawostka

↭ o tym jak dziwnym j’zykiem programowania jest C %wiadczy
poni(szy program:
# include <stdio.h>
int main(void) {

int tab [] = {4, 2, 1, 0, 3};
printf ("%d\n", 2[ tab ]);
return 0;

}

↭ jaka warto%& zostanie wydrukowana?
↭ skorzystajmy z arytmetyki wska#ników:

2[tab] = ⇔(2 + tab) = ⇔(tab + 2) = tab[2] = 1
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WYK!AD 8.
Funkcje i procedury
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Funkcje i procedury
Podprogramy

↭ cz’sto ten sam ci)g instrukcji musi by& wykonany w ró(nych
miejscach programu

↭ zamiast powtarza& w kodzie ten sam fragment mo(na:
1. wydzieli& powtarzaj)cy si’ fragment
2. nazwa& go i zapisa& jako podprogram
3. w miejscach gdzie wyst’powa!y powtarzaj)ce si’ fragmenty

kodu umie%ci& wywo!anie podprogramu
↭ dzia!anie wydzielonego fragmentu mo(na uzale(ni& od

parametrów
↭ w miejscu wywo!ania podprogramu nale(y poda& warto%ci

parametrów dla jakich ma si’ wykona& wydzielony kod
↭ parametry zadeklarowane w podprogramie nazywa

si’ parametrami formalnymi (ang. formal parameters)
↭ warto%ci podane przy wywo!aniu podprogramu nazywa

si’ parametrami rzeczywistymi (ang. actual parameters)
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Funkcje i procedury
Podprogramy

SUBROUTINEPROGRAM

RETURN

CALL

CALL

CALL

FINISH

A

A

B

B

C

C

1

3 4

5

7

2 6
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Funkcje i procedury
Funkcje (C)

↭ nag!ówek deklaruje funkcj’, tj. opisuje jej nazw’, typ
zwracanej przez ni) warto%ci oraz nazwy i typy jej parametrów:
T nazwa(T1 p1 , T2 p2 , ..., Tn pn);

gdzie T jest typem warto%ci funkcji, nazwa jej nazw),
T1, . . . , Tn typami parametrów a p1, . . . , pn nazwami
parametrów

↭ przyk!ad:
int max(int x, int y); // wi$ksza z dwóch warto%ci

↭ gdy kompilator przeczyta nag!ówek funkcji wie jak poprawnie
przekaza& do funkcji warto%ci parametrów i jak odebra& od
niej wynik
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Funkcje i procedury
Funkcje (C)

↭ definicja funkcji ma w j’zyku C nast’puj)c) posta&:
T nazwa(T1 p1 , T2 p2 , ..., Tn pn) {

ci"g instrukcji
}

przy czym ka(da %cie(ka wykonania ci)gu instrukcji powinna
ko"czy& si’ instrukcj) return W, która przerywa dzia!anie
funkcji i zwraca warto%& wyra(enia W typu T

↭ przyk!ad:
int max(int x, int y) {

if(x > y)
return x;

else

return y;
}

ka(da z dwóch %cie(ek ko"czy si’ instrukcj) return a to czy
zostanie zwrócona warto%& x czy y zale(y od relacji mi’dzy
tymi warto%ciami
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Funkcje i procedury
Funkcje (C)

↭ szczególnymi funkcjami w C s) funkcje o typie warto%ci void
↭ funkcje takie nie zwracaj) (adnej warto%ci i

pe!ni) rol’ procedur z innych j’zyków programowania
↭ g!ówn) ró(nic) mi’dzy funkcj) a procedur) jest kontekst jej

wywo!ania:
↭ funkcje wywo!uje si’ w kontek%cie wyra(e" (tj. w miejscach

gdzie mo(e wyst)pi& wyra(enie)
↭ procedury wywo!uje si’ w kontek%cie instrukcji (tj. w miejscach

gdzie mo(e wyst)pi& instrukcja)
↭ funkcja co% wylicza a procedura co% wykonuje
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Funkcje i procedury
Przekazywanie parametrów (C)

↭ w j’zyku C dost’pne jest tylko przekazanie parametru przez
warto#’

↭ je%li nale(y odebra& z podprogramu warto%&, to przekazan) do
podprogramu warto%ci) parametru jest adres gdzie
podprogram ma od!o(y& oddawan) warto%&

↭ przyk!ad:
scanf("%d", &n);

funkcja scanf wie jak zinterpretowa& wczytany ci)g znaków
(pierwszym parametrem jest format) oraz wie gdzie
od!o(y& przeczytan) warto%& (drugim parametrem jest
wskazanie na miejsce pami’ci)
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Funkcje i procedury
Przekazywanie parametrów (C)

void!p(int!x,!int!*y)
{
!!x!=!x+1;
!!*y!=!*y+1;
}

int!a,!b;
a!=!2;
b!=!1;
p(a,!&b);

pamięć
komputera

  1. w pamięci znajdują się zmienne a i b typu int

int a

int b
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Funkcje i procedury
Przekazywanie parametrów (C)

void!p(int!x,!int!*y)
{
!!x!=!x+1;
!!*y!=!*y+1;
}

int!a,!b;
a!=!2;
b!=!1;
p(a,!&b);

pamięć
komputera

2

  1. w pamięci znajdują się zmienne a i b typu int
  2. pod a podstawiana jest wartość 2

int a

int b
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Funkcje i procedury
Przekazywanie parametrów (C)

void!p(int!x,!int!*y)
{
!!x!=!x+1;
!!*y!=!*y+1;
}

int!a,!b;
a!=!2;
b!=!1;
p(a,!&b);

pamięć
komputera

2

  1. w pamięci znajdują się zmienne a i b typu int
  2. pod a podstawiana jest wartość 2
  3. pod b podstawiana jest wartość 1

int a

1int b
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Funkcje i procedury
Przekazywanie parametrów (C)

void!p(int!x,!int!*y)
{
!!x!=!x+1;
!!*y!=!*y+1;
}

int!a,!b;
a!=!2;
b!=!1;
p(a,!&b);

pamięć
komputera

2

  1. w pamięci znajdują się zmienne a i b typu int
  2. pod a podstawiana jest wartość 2
  3. pod b podstawiana jest wartość 1
  4. wywoływana jest funkcja p

int a

1int b
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Funkcje i procedury
Przekazywanie parametrów (C)

void!p(int!x,!int!*y)
{
!!x!=!x+1;
!!*y!=!*y+1;
}

int!a,!b;
a!=!2;
b!=!1;
p(a,!&b);

pamięć
komputera

2

  1. w pamięci znajdują się zmienne a i b typu int
  2. pod a podstawiana jest wartość 2
  3. pod b podstawiana jest wartość 1
  4. wywoływana jest funkcja p
  5. tworzona jest zmienna lokalna x typu int

int a

1int b

int x
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Funkcje i procedury
Przekazywanie parametrów (C)

void!p(int!x,!int!*y)
{
!!x!=!x+1;
!!*y!=!*y+1;
}

int!a,!b;
a!=!2;
b!=!1;
p(a,!&b);

pamięć
komputera

2

  1. w pamięci znajdują się zmienne a i b typu int
  2. pod a podstawiana jest wartość 2
  3. pod b podstawiana jest wartość 1
  4. wywoływana jest funkcja p
  5. tworzona jest zmienna lokalna x typu int
  6. tworzona jest zmienna lokalna y typu int*

int a

1int b

int x

int* y
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Funkcje i procedury
Przekazywanie parametrów (C)

void!p(int!x,!int!*y)
{
!!x!=!x+1;
!!*y!=!*y+1;
}

int!a,!b;
a!=!2;
b!=!1;
p(a,!&b);

pamięć
komputera

2

  1. w pamięci znajdują się zmienne a i b typu int
  2. pod a podstawiana jest wartość 2
  3. pod b podstawiana jest wartość 1
  4. wywoływana jest funkcja p
  5. tworzona jest zmienna lokalna x typu int
  6. tworzona jest zmienna lokalna y typu int*
  7. pod x podstawiana jest wartość zmiennej aint a

1int b

2int x

int* y
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Funkcje i procedury
Przekazywanie parametrów (C)

void!p(int!x,!int!*y)
{
!!x!=!x+1;
!!*y!=!*y+1;
}

int!a,!b;
a!=!2;
b!=!1;
p(a,!&b);

pamięć
komputera

2

  1. w pamięci znajdują się zmienne a i b typu int
  2. pod a podstawiana jest wartość 2
  3. pod b podstawiana jest wartość 1
  4. wywoływana jest funkcja p
  5. tworzona jest zmienna lokalna x typu int
  6. tworzona jest zmienna lokalna y typu int*
  7. pod x podstawiana jest wartość zmiennej a
  8. pod y podstawiany jest adres zmiennej b

int a

1int b

2int x

int* y
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Funkcje i procedury
Przekazywanie parametrów (C)

void!p(int!x,!int!*y)
{
!!x!=!x+1;
!!*y!=!*y+1;
}

int!a,!b;
a!=!2;
b!=!1;
p(a,!&b);

pamięć
komputera

2

  1. w pamięci znajdują się zmienne a i b typu int
  2. pod a podstawiana jest wartość 2
  3. pod b podstawiana jest wartość 1
  4. wywoływana jest funkcja p
  5. tworzona jest zmienna lokalna x typu int
  6. tworzona jest zmienna lokalna y typu int*
  7. pod x podstawiana jest wartość zmiennej a
  8. pod y podstawiany jest adres zmiennej b
  9. rozpoczyna się wykonywanie funkcji p

int a

1int b

2int x

int* y

© 2024-26 Przemys!aw Kobyla"ski

Funkcje i procedury
Przekazywanie parametrów (C)

void!p(int!x,!int!*y)
{
!!x!=!x+1;
!!*y!=!*y+1;
}

int!a,!b;
a!=!2;
b!=!1;
p(a,!&b);

pamięć
komputera

2

  1. w pamięci znajdują się zmienne a i b typu int
  2. pod a podstawiana jest wartość 2
  3. pod b podstawiana jest wartość 1
  4. wywoływana jest funkcja p
  5. tworzona jest zmienna lokalna x typu int
  6. tworzona jest zmienna lokalna y typu int*
  7. pod x podstawiana jest wartość zmiennej a
  8. pod y podstawiany jest adres zmiennej b
  9. rozpoczyna się wykonywanie funkcji p
10. zwiększa się wartość x o 1

int a

1int b

3int x

int* y
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Funkcje i procedury
Przekazywanie parametrów (C)

void!p(int!x,!int!*y)
{
!!x!=!x+1;
!!*y!=!*y+1;
}

int!a,!b;
a!=!2;
b!=!1;
p(a,!&b);

pamięć
komputera

2

  1. w pamięci znajdują się zmienne a i b typu int
  2. pod a podstawiana jest wartość 2
  3. pod b podstawiana jest wartość 1
  4. wywoływana jest funkcja p
  5. tworzona jest zmienna lokalna x typu int
  6. tworzona jest zmienna lokalna y typu int*
  7. pod x podstawiana jest wartość zmiennej a
  8. pod y podstawiany jest adres zmiennej b
  9. rozpoczyna się wykonywanie funkcji p
10. zwiększa się wartość x o 1
11. zwiększa się wartość pod adresem pamiętanym 
      w zmiennej y o 1

int a

2int b

3int x

int* y
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Funkcje i procedury
Przekazywanie parametrów (C)

void!p(int!x,!int!*y)
{
!!x!=!x+1;
!!*y!=!*y+1;
}

int!a,!b;
a!=!2;
b!=!1;
p(a,!&b);

pamięć
komputera

2

  1. w pamięci znajdują się zmienne a i b typu int
  2. pod a podstawiana jest wartość 2
  3. pod b podstawiana jest wartość 1
  4. wywoływana jest funkcja p
  5. tworzona jest zmienna lokalna x typu int
  6. tworzona jest zmienna lokalna y typu int*
  7. pod x podstawiana jest wartość zmiennej a
  8. pod y podstawiany jest adres zmiennej b
  9. rozpoczyna się wykonywanie funkcji p
10. zwiększa się wartość x o 1
11. zwiększa się wartość pod adresem pamiętanym 
      w zmiennej y o 1
12. kończy się wykonanie funkcji p

int a

2int b

3int x

int* y
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Funkcje i procedury
Przekazywanie parametrów (C)

void!p(int!x,!int!*y)
{
!!x!=!x+1;
!!*y!=!*y+1;
}

int!a,!b;
a!=!2;
b!=!1;
p(a,!&b);

pamięć
komputera

2

  1. w pamięci znajdują się zmienne a i b typu int
  2. pod a podstawiana jest wartość 2
  3. pod b podstawiana jest wartość 1
  4. wywoływana jest funkcja p
  5. tworzona jest zmienna lokalna x typu int
  6. tworzona jest zmienna lokalna y typu int*
  7. pod x podstawiana jest wartość zmiennej a
  8. pod y podstawiany jest adres zmiennej b
  9. rozpoczyna się wykonywanie funkcji p
10. zwiększa się wartość x o 1
11. zwiększa się wartość pod adresem pamiętanym 
      w zmiennej y o 1
12. kończy się wykonanie funkcji p
13. usuwana jest zmienna lokalna y

int a

2int b

3int x
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Funkcje i procedury
Przekazywanie parametrów (C)

void!p(int!x,!int!*y)
{
!!x!=!x+1;
!!*y!=!*y+1;
}

int!a,!b;
a!=!2;
b!=!1;
p(a,!&b);

pamięć
komputera

2

  1. w pamięci znajdują się zmienne a i b typu int
  2. pod a podstawiana jest wartość 2
  3. pod b podstawiana jest wartość 1
  4. wywoływana jest funkcja p
  5. tworzona jest zmienna lokalna x typu int
  6. tworzona jest zmienna lokalna y typu int*
  7. pod x podstawiana jest wartość zmiennej a
  8. pod y podstawiany jest adres zmiennej b
  9. rozpoczyna się wykonywanie funkcji p
10. zwiększa się wartość x o 1
11. zwiększa się wartość pod adresem pamiętanym 
      w zmiennej y o 1
12. kończy się wykonanie funkcji p
13. usuwana jest zmienna lokalna y
14. usuwana jest zmienna lokalna x

int a

2int b
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Funkcje i procedury
Przekazywanie parametrów (C)

void!p(int!x,!int!*y)
{
!!x!=!x+1;
!!*y!=!*y+1;
}

int!a,!b;
a!=!2;
b!=!1;
p(a,!&b);

pamięć
komputera

2

  1. w pamięci znajdują się zmienne a i b typu int
  2. pod a podstawiana jest wartość 2
  3. pod b podstawiana jest wartość 1
  4. wywoływana jest funkcja p
  5. tworzona jest zmienna lokalna x typu int
  6. tworzona jest zmienna lokalna y typu int*
  7. pod x podstawiana jest wartość zmiennej a
  8. pod y podstawiany jest adres zmiennej b
  9. rozpoczyna się wykonywanie funkcji p
10. zwiększa się wartość x o 1
11. zwiększa się wartość pod adresem pamiętanym 
      w zmiennej y o 1
12. kończy się wykonanie funkcji p
13. usuwana jest zmienna lokalna y
14. usuwana jest zmienna lokalna x
15. sterowanie powraca do miejsca za wywołaniem
      funkcji p

int a

2int b
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Funkcje i procedury
Przekazywanie parametrów (C)

void!p(int!x,!int!*y)
{
!!x!=!x+1;
!!*y!=!*y+1;
}

int!a,!b;
a!=!2;
b!=!1;
p(a,!&b);

pamięć
komputera

2

  1. w pamięci znajdują się zmienne a i b typu int
  2. pod a podstawiana jest wartość 2
  3. pod b podstawiana jest wartość 1
  4. wywoływana jest funkcja p
  5. tworzona jest zmienna lokalna x typu int
  6. tworzona jest zmienna lokalna y typu int*
  7. pod x podstawiana jest wartość zmiennej a
  8. pod y podstawiany jest adres zmiennej b
  9. rozpoczyna się wykonywanie funkcji p
10. zwiększa się wartość x o 1
11. zwiększa się wartość pod adresem pamiętanym 
      w zmiennej y o 1
12. kończy się wykonanie funkcji p
13. usuwana jest zmienna lokalna y
14. usuwana jest zmienna lokalna x
15. sterowanie powraca do miejsca za wywołaniem
      funkcji p
16. zmienna a nie zmieniła wartości

int a

2int b
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Funkcje i procedury
Przekazywanie parametrów (C)

void!p(int!x,!int!*y)
{
!!x!=!x+1;
!!*y!=!*y+1;
}

int!a,!b;
a!=!2;
b!=!1;
p(a,!&b);

pamięć
komputera

2

  1. w pamięci znajdują się zmienne a i b typu int
  2. pod a podstawiana jest wartość 2
  3. pod b podstawiana jest wartość 1
  4. wywoływana jest funkcja p
  5. tworzona jest zmienna lokalna x typu int
  6. tworzona jest zmienna lokalna y typu int*
  7. pod x podstawiana jest wartość zmiennej a
  8. pod y podstawiany jest adres zmiennej b
  9. rozpoczyna się wykonywanie funkcji p
10. zwiększa się wartość x o 1
11. zwiększa się wartość pod adresem pamiętanym 
      w zmiennej y o 1
12. kończy się wykonanie funkcji p
13. usuwana jest zmienna lokalna y
14. usuwana jest zmienna lokalna x
15. sterowanie powraca do miejsca za wywołaniem
      funkcji p
16. zmienna a nie zmieniła wartości
17. zmienna b zmieniła wartość z 1 na 2

int a

2int b
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Funkcje i procedury
Przekazywanie parametrów (C)

↭ przekazywanie tablicy T t[n] jako parametr
↭ mo(na to zrobi& na kilka sposobów:

// tablica to tylko wskazanie :
f(int n, T* p) {

...
p[i] = 0; // co jest równowa’ne *(p+i)=0
...

}
// ale wskazanie nie tylko na jedn# warto%&:
g(int n, T p[]) {

...
p[i] = 0; // co jest równowa’ne *(p+i)=0
...

}
// to nadal tylko przekazanie wska(nika:
h(int n, T p[n]) {

...
p[i] = 0; // co jest równowa’ne *(p+i)=0
...

}
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Funkcje i procedury
Przekazywanie parametrów (C)

↭ przyk!ad:

# include <stdio.h>

int max(int n, int x[n]) {
// sizeof (x) = sizeof (int *) = 8
int m = x[0];
for(int i = 1; i < n; i++)

if(x[i] > m)
m = x[i];

return m;
}

int main(void) {
int t[] = {4, 2, 6, 3, 1};
// sizeof (t) = 5 * sizeof (int) = 20
printf ("max =%d\n", max( sizeof (t)/ sizeof (int), t));
return 0;

}
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Funkcje i procedury
Procedury (Ada)

↭ nag!ówek deklaruje procedur’:
procedure Nazwa (P1 : M1 T1; ...; Pn : Mn Tn);

gdzie Nazwa jest jej nazw), P1, . . . , Pn s) nazwami jej
parametrów, M1, . . . , Mn s) trybami przekazywania
parametrów a T1, . . . , Tn s) typami parametrów

↭ przyk!ad:
procedure Min_Max (

X : in Integer ;
Y : in Integer ;
Min : out Integer ; -- mniejsza z warto %ci
Max : out Integer ); -- wi$ksza z warto%ci
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Funkcje i procedury
Procedury (Ada)

↭ definicja procedury ma w Adzie nast’puj)c) posta&:
procedure Nazwa (P1 : M1 T1; ...; Pn : Mn Tn) is

deklaracje lokalne
begin

ci"g instrukcji
end Nazwa;

↭ przyk!ad:
procedure Min_Max (

X : in Integer ;
Y : in Integer ;
Min : out Integer ; -- mniejsza z warto %ci
Max : out Integer ) -- wi$ksza z warto%ci

is

begin

if X < Y then

Min := X; Max := Y;
else

Min := Y; Max := X;
end if;

end Min_Max ;
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Funkcje i procedury
Przekazywanie parametrów (Ada)

↭ w j’zyku Ada dost’pne s) nast’puj)ce tryby przekazywania
parametrów:

in do podprogramu dostarczana jest warto%&
out z podprogramu odbierana jest warto%&

in out warto%& dostarczona do podprogramu jest zmieniana
↭ przyk!ad:

procedure Zliczaj_Przekraczaj "ce_Próg (
Warto&’. : in Integer ;
Próg : in Integer ;
Przekroczono : out Boolean ;
Licznik : in out Integer ) is

begin

if Warto&’ > Próg then

Przekroczono := True;
Licznik := Licznik + 1;

else

Przekroczono := False;
end if;

end Zliczaj_Przekraczaj "ce_Próg;
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Funkcje i procedury
Przekazywanie parametrów (Ada)

↭ tryby przekazywania parametrów podlegaj) pewnym
ograniczeniom:

parametr rzeczywisty
tryb sta%a lub wyra&enie zmienna
in TAK4 TAK56

out NIE TAK7

in out NIE TAK8

4Parametr formalny nie mo$e zmieni’ swojej warto"ci w podprogramie.
5Zmienna musi by’ zainicjowana przed wywo#aniem podprogramu.
6Parametr formalny nie mo$e zmieni’ swojej warto"ci w podprogramie.
7Parametr formalny musi by’ podstawiony podczas wykonywania

podprogramu
8Zmienna musi by’ zainicjowana przed wywo#aniem podprogramu.
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Funkcje i procedury
Funkcje (Ada)

↭ nag!ówek deklaruje funkcj’:
function Nazwa (P1 : in T1; ...; Pn : in Tn)

return T;

↭ definicja funkcji ma nast’puj)c) posta&:
function Nazwa (P1 : in T1; ...; Pn : in Tn)

return T
is

deklaracje lokalne
begin

ci"g instrukcji
end Nazwa;

↭ ka(da %cie(ka oblicze" w ci)gu instrukcji musi
zako"czy& si’ instrukcj) return W, która przerywa dzia!anie
funkcji i zwraca warto%& wyra(enia W typu T
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Funkcje i procedury
Funkcje (Ada)

↭ przyk!ad:
with Ada. Integer_Text_IO ; use Ada. Integer_Text_IO ;
procedure Main is

function Max (X : in Integer ; Y : in Integer )
return Integer is

begin

if X > Y then

return X;
else

return Y;
end if;

end Max;
A, B : Integer ;

begin

Get (A);
Get (B);
Put (Max (A, B));

end Main;
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Funkcje i procedury
Przeci)$anie operatorów (Ada)

↭ mo(na przedefiniowa& operator definiuj)c jego dzia!anie dla
innych typów

↭ przyk!ad:
with Ada. Text_IO ; use Ada. Text_IO ;
procedure Main is

function "+" (X : in String ; Y : in String )
return String is

begin

return X & Y; -- konkatenacja
end "+";

begin

Put_Line ("Hello" + ", " + "World" + "!");
end Main;
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Funkcje i procedury
Funkcje (Python)

↭ definicja funkcji ma nast’puj)c) posta&:
def nazwa(p1 , ..., pn):

ci"g instrukcji

gdzie nazwa jest nazw) funkcji a p1, . . . , pn s) parametrami
funkcji

↭ ka(da %cie(ka wykonania ci)gu instrukcji musi
zako"czy& si’ instrukcj) return W, która przerywa dzia!anie
funkcji i zwraca warto%& wyra(enia W

↭ przyk!ad:
def max(x, y):

if x > y:
return x

else:
return y

print (max (7, 13)) # 13
© 2024-26 Przemys!aw Kobyla"ski

Funkcje i procedury
Wspó#programy (Python)

↭ szczególnym rodzajem podprogramów s) wspó%programy
(korutyny)

↭ dzia!aj) one podobnie do podprogramu ale
mog) przerwa& swoje dzia!anie do momentu gdy zostanie ono
wznowione

↭ wznowienie dzia!ania odbywa si’ od miejsca gdzie zosta!o ono
przerwane

↭ je%li program i wspó!program s) na zmian’ przerywane i
wznawiane, to wykonuj) si’ wspó%bie&nie (ale nie równolegle)

↭ mo(na sobie wyobra(a&, (e fragmenty kodu programu i
wspó!programu s) przeplecione
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Funkcje i procedury
Wspó#programy (Python)
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Funkcje i procedury
Wspó#programy (Python)

↭ korutyna jako generator dostarczaj)cy kolejno trzy napisy:
def coroutine ():

yield ’one ’
yield ’two ’
yield ’three ’

↭ generowanie kolejnych warto%ci:
x = coroutine ()
print (next(x)) # one
print (next(x)) # two
print (next(x)) # three

↭ iteracja po kolejnych warto%ciach:
for x in coroutine ():

print(x, end = ’ ’) # one two three

↭ do wspó!programów w Pythonie powrócimy przy okazji
przegl)du z nawrotami
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WYK!AD 9.
Struktury dynamiczne – listy
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Struktury dynamiczne – listy
Koncepcja struktury dynamicznej

↭ serwisy spo!eczno%ciowe (Facebook, BlueSky, Twitter/X itp.)
s) przyk!adami dynamicznie zmieniaj)cych si’ sieci:

1. u(ytkownicy s) dodawani – ro#nie liczba w"z%ów
2. u(ytkownicy s) usuwani – maleje liczba w"z%ów
3. znajomi s) dodawani – ro#nie liczba po%)cze(
4. znajomi s) usuwani – maleje liczba po%)cze(

↭ siec w najprostszy sposób mo(na reprezentowa& za
pomoc) tablicy ale taka reprezentacja oprócz nielicznych
zalet ma wiele wad

↭ zdecydowanie lepiej do ich reprezentowania u(y& struktur
dynamicznych budowanych przy u(yciu wska*ników
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Struktury dynamiczne – listy
Koncepcja struktury dynamicznej

↭ sie&/graf G = (V , A) jest uporz)dkowan) par) dwóch zbiorów:
zbioru w’z!ów V = {1, 2, . . . , n}, zbioru !uków A ↖ V

2

↭ !uk prowadz)cy od w’z!a i ↔ V do w’z!a j ↔ V

reprezentuje si’ par) uporz)dkowan) (i , j) ↔ A

↭ jedn) z reprezentacji grafu G jest macierz incydencji
M = (mij)n↗n o warto%ciach zero-jedynkowych

↭ !uki grafu zapisuje si’ w nast’puj)cy sposób:
↙i↘V ↙j↘V mij = 1 ∝ (i , j) ↔ A

↭ dodanie i usuni’cie !uku jest proste – wystarczy umie%ci& w
odpowiednim elemencie tablicy warto%& 1 albo 0

↭ jak doda& i usun)& w’ze!?
↭ w j’zykach takich jak C czy Ada tablica jest statyczna tj. nie

zmienia rozmiaru
↭ jedyna mo(liwo%& to: zarezerwowanie w pami’ci miejsca na

wi’ksz) tablic’ i przepisanie rozszerzanej tablicy w nowe
miejsce © 2024-26 Przemys!aw Kobyla"ski

Struktury dynamiczne – listy
Koncepcja struktury dynamicznej

↭ do reprezentowania sieci u(yjemy struktury dynamicznej
zbudowanej przy u(yciu wska#ników

↭ w"ze% b’dzie reprezentowany struktur)
↭ w%ród pól tej struktury jest informacja o numerze w’z!a,

wskazanie na nast’pny w’ze! w grafie i wskazanie na pierwszy
!uk wychodz)cy z tego w’z!a

↭ %uk jest reprezentowany struktur)
↭ w%ród pól tej struktury jest wskazanie na w’ze! do którego

prowadzi !uk i wskazanie na nast’pny wychodz)cy !uk
↭ powy(sz) struktur’ dynamiczn) omówimy na przyk!adzie

prostego grafu
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Struktury dynamiczne – listy
Koncepcja struktury dynamicznej
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Struktury dynamiczne – listy
Koncepcja struktury dynamicznej
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Struktury dynamiczne – listy
Koncepcja struktury dynamicznej
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Struktury dynamiczne – listy
Koncepcja struktury dynamicznej
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Struktury dynamiczne – listy
Koncepcja struktury dynamicznej
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Struktury dynamiczne – listy
Koncepcja struktury dynamicznej
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Struktury dynamiczne – listy
Listy jednokierunkowe

↭ lista jednokierunkowa sk!ada si’ z w"z%ów
↭ w’ze! reprezentowany jest struktur) Node
↭ struktura Node posiada dwa pola:

id przechowuje identyfikator w’z!a
next przechowuje wskazanie na nast’pny w’ze! na li%cie

↭ struktura Node mo(e posiada& jeszcze inne pola
przechowuj)ce dodatkowe informacje o w’#le

↭ pole id jest typu ca!kowitego
↭ pole next jest typu wskazanie na struktur$ Node
↭ aby dosta& si’ do w’z!ów musi by& wska#nik first typu

wskazanie na struktur$ Node wskazuj)cy pierwszy w’ze!
na li%cie

↭ je%li first jest pustym wska#nikiem, to lista jest pusta
↭ je%li pole next jest pustym wska#nikiem, to w’ze! jest

ostatnim na li%cie © 2024-26 Przemys!aw Kobyla"ski

Struktury dynamiczne – listy
Listy jednokierunkowe

↭ deklaracja listy jednokierunkowej w j’zyku C:

struct Node { // struktura w$z!a
int id; // identyfikator w$z!a
struct Node* next; // wskazanie na nast$pny w$ze!

};

typedef struct Node* List;

List first = NULL; // wskazanie na pust# list$
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Struktury dynamiczne – listy
Listy jednokierunkowe

1 2 3 4
NULL

first

id
next
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Struktury dynamiczne – listy
Listy jednokierunkowe

↭ drukowanie listy w C:

void drukuj (List ptr) {
while(ptr != NULL) {

printf ("%d ", ptr ->id);
ptr = ptr ->next;

}
printf ("\n");

}

↭ wstawianie na pocz)tek listy w C:

void na_pocz "tek(List* ptr , int n) {
List temp = malloc ( sizeof ( struct Node));
temp ->id = n;
temp ->next = *ptr;
*ptr = temp;

}
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Struktury dynamiczne – listy
Listy jednokierunkowe

↭ wstawianie na koniec listy w C:

void na_koniec (List* ptr , int n) {
List temp = malloc ( sizeof ( struct Node));
temp ->id = n;
temp ->next = NULL;
List curr = *ptr;
if(curr == NULL)

*ptr = temp;
else {

while (curr ->next != NULL)
curr = curr ->next;

curr ->next = temp;
}

}
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Struktury dynamiczne – listy
Listy jednokierunkowe

↭ po!)czenie dwóch list w C:

// odpowiednik predykatu append /3 z j$zyka Prolog
//
void po#"cz(List ptr1 , List ptr2 , List* ptr3) {

while(ptr1 != NULL) {
*ptr3 = malloc ( sizeof ( struct Node));
(* ptr3)->id = ptr1 ->id;
ptr1 = ptr1 ->next;
ptr3 = &((* ptr3)->next);

}
*ptr3 = ptr2;

}
...
po#"cz(first1 , first2 , & first3 ); // wywo!anie
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Struktury dynamiczne – listy
Listy jednokierunkowe
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Struktury dynamiczne – listy
Listy jednokierunkowe
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Struktury dynamiczne – listy
Listy jednokierunkowe
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Struktury dynamiczne – listy
Listy jednokierunkowe
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Struktury dynamiczne – listy
Listy jednokierunkowe
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Struktury dynamiczne – listy
Listy jednokierunkowe
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Struktury dynamiczne – listy
Listy jednokierunkowe
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Struktury dynamiczne – listy
Listy jednokierunkowe
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Struktury dynamiczne – listy
Listy jednokierunkowe
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Struktury dynamiczne – listy
Listy jednokierunkowe
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Struktury dynamiczne – listy
Listy jednokierunkowe

(wiczenie
Prze&led( w analogiczny sposób rysuj"c

9
na kartce dzia!anie funkcji

po!"cz() dla wywo!ania:

List first = NULL;
na_koniec (& first , 1);
na_koniec (& first , 2);
po#"cz(first , first , &first);

9Przyda si! o#ówek i gumka do wymazywania zmieniaj)cych si! wska(ników.
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Struktury dynamiczne – listy
Listy jednokierunkowe

↭ usuni’cie ca!ej listy w C:

void usu(_list %(List* ptr) {
List temp;
while (* ptr != NULL) {

List temp = (* ptr)->next;
free (* ptr);
*ptr = temp;

}
}
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Struktury dynamiczne – listy
Listy jednokierunkowe

↭ deklaracja listy jednokierunkowej w j’zyku Ada:

type Node; -- zapowied ( typu

type List is access Node;

type Node is. -- struktura w$z!a
record

Id : Integer ; -- identyfikator w$z!a
Next : List; -- wskazanie na nast$pny w$ze!

end record ;

First : List; -- wskazanie na pust# list$
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Struktury dynamiczne – listy
Listy jednokierunkowe

↭ drukowanie listy w Adzie:
procedure Drukuj (Ptr : List) is

Curr : List := Ptr;
begin

while Curr /= null loop

Put (Curr.all.Id);
Curr := Curr.all.Next;

end loop;
New_Line ;

end Drukuj ;

↭ wstawianie na pocz)tek listy w Adzie:
procedure Na_Pocz "tek (Ptr : in out List; N : Integer )
is

Temp : List := new Node;
begin

Temp.all.Id := N;
Temp.all.Next := Ptr;
Ptr := Temp;

end Na_Pocz "tek;
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Struktury dynamiczne – listy
Listy jednokierunkowe

↭ wstawianie na koniec listy w Adzie:

procedure Na_Koniec (Ptr : in out List; N : Integer )
is

Temp : List := new Node;
Curr : List := Ptr;

begin

Temp.all.Id := N;
if Curr = null then

Ptr := Temp;
else

while Curr.all.Next /= null loop

Curr := Curr.all.Next;
end loop;
Curr.all.Next := Temp;

end if;
end Na_Koniec ;
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Struktury dynamiczne – listy
Listy jednokierunkowe

↭ po!)czenie dwóch list w Adzie:
procedure Po#"cz (Ptr1 ,Ptr2: List; Ptr3: out List) is

Curr : List := Ptr1;
Prev : List := null;
Temp : List;

begin

Ptr3 := Ptr2;
while Curr /= null loop

Temp := new Node;
if Prev = null then

Ptr3 := Temp;
else

Prev.all.Next := Temp;
end if;
Temp.all.Id := Curr.all.Id;
Temp.all.Next := Ptr2;
Curr := Curr.all.Next;
Prev := Temp;

end loop;
end Po#"cz;
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Struktury dynamiczne – listy
Listy jednokierunkowe

(wiczenie
Prze&led( rysuj"c

10
na kartce dzia!anie procedury Po!"cz dla

wywo!ania:

First1 : List;
First2 : List;
First3 : List;
...
Na_Koniec (First1 , 1);
Na_Koniec (First1 , 2);
Na_Koniec (First2 , 3);
Na_Koniec (First2 , 4);
Polacz (First1 , First2 , First3 );

10Przyda si! o#ówek i gumka do wymazywania zmieniaj)cych si! wska(ników.
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Struktury dynamiczne – listy
Listy jednokierunkowe

↭ usuni’cie ca!ej listy w Adzie:

with Ada. Unchecked_Deallocation ;
...
procedure Delete is new

Ada. Unchecked_Deallocation (Node , List);

procedure Usu(_List % (Ptr : in out List) is

Temp : List;
begin

while Ptr /= null loop

Temp := Ptr.all.Next;
Delete (Ptr);
Ptr := Temp;

end loop;
end Usu(_List %;
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Struktury dynamiczne – listy
Listy dwukierunkowe

↭ lista dwukierunkowa sk!ada si’ z w"z%ów
↭ w’ze! reprezentowany jest struktur) Node
↭ struktura Node posiada trzy pola:

id przechowuje identyfikator w’z!a
next przechowuje wskazanie na nast’pny w’ze! na li%cie
prev przechowuje wskazanie na poprzedni w’ze! na li%cie

↭ pole id jest typu ca!kowitego
↭ pole next jest typu wskazanie na struktur$ Node
↭ pole prev jest typu wskazanie na struktur$ Node
↭ wska#nik first typu wskazanie na struktur$ Node

wskazuje pierwszy w’ze! na li%cie
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Struktury dynamiczne – listy
Listy dwukierunkowe

↭ deklaracja listy dwukierunkowej w j’zyku C:

struct Node { // struktura w$z!a
int id; // identyfikator w$z!a
struct Node* next; // wskazanie na nast$pny w$ze!
struct Node* prev; // wskazanie na poprzedni w$ze!

};

typedef struct Node* List;

List first = NULL; // wskazanie na pust# list$
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Struktury dynamiczne – listy
Listy dwukierunkowe

1 2 3 4
NULL

first

NULL

id
next
prev
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Struktury dynamiczne – listy
Listy dwukierunkowe

↭ deklaracja listy dwukierunkowej w j’zyku Ada:

type Node; -- zapowied ( typu

type List is access Node;

type Node is. -- struktura w$z!a
record

Id : Integer ; -- identyfikator w$z!a
Next : List; -- wskazanie na nast$pny w$ze!
Prev : List; -- wskazanie na poprzedni w$ze!

end record ;

First : List; -- wskazanie na pust# list$
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Struktury dynamiczne – listy
Listy cykliczne

↭ list) cykliczn) nazywamy list’ dwukierunkow), w której za
ostatnim elementem jest jej pierwszy element

↭ na li%cie cyklicznej wszystkie elementy s) równorz’dne bo lista
nie ma pocz)tku ani ko"ca

1 2 3 4

first
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WYK!AD 10.
Struktury dynamiczne – drzewa
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Struktury dynamiczne – drzewa
Rozwa$ania o efektywno"ci

↭ za!ó(my, (e mamy kolekcj’ n obiektów
↭ obiekty rozró(niamy po ich identyfikatorach

{idi : i = 1, 2, . . . , n}

↭ mo(emy przyj)&, (e identyfikatorami s) liczby ca!kowite
↭ jak przechowywa& kolekcj’ aby szybko wyszukiwa& zadany

identyfikator?
↭ najprostsze pomys!y:

1. tablica
2. uporz)dkowana tablica
3. lista jednokierunkowa
4. uporz)dkowana lista jednokierunkowa
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Struktury dynamiczne – drzewa
Rozwa$ania o efektywno"ci

↭ kolekcja w tablicy
reprezentacja

↭ elementami nieuporz)dkowanej tablicy s) liczby b’d)ce
identyfikatorami obiektów

zalety

↭ brak
wady

↭ wyszukiwanie w czasie O(n)
↭ usuni’cie identyfikatora nie zmniejsza rozmiaru tablicy
↭ wstawienie identyfikatora wymaga przepisania tablicy w nowe

miejsce w czasie O(n)
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Struktury dynamiczne – drzewa
Rozwa$ania o efektywno"ci

↭ kolekcja w uporz)dkowanej tablicy
reprezentacja

↭ elementy tablicy, b’d)ce liczbowymi identyfikatorami,
s) uporz)dkowane rosn)co

zalety

↭ szybkie wyszukiwanie binarne w czasie O(log n)
wady

↭ usuni’cie identyfikatora nie zmniejsza rozmiaru tablicy i mo(e
popsu& uporz)dkowanie

↭ naprawienie uporz)dkowania wymaga przesuni’cia elementów
w czasie O(n)

↭ wstawienie identyfikatora wymaga przepisania tablicy w nowe
miejsce w czasie O(n)
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Struktury dynamiczne – drzewa
Rozwa$ania o efektywno"ci

↭ kolekcja na li#cie jednokierunkowej
reprezentacja

↭ w’z!y listy przechowuj) identyfikatory obiektów
zalety

↭ wstawianie identyfikatora w sta!ym czasie O(1)
↭ usuni’cie identyfikatora w sta!ym czasie O(1) po

wcze%niejszym jego odszukaniu
wady

↭ wyszukiwanie identyfikatora w czasie O(n)
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Struktury dynamiczne – drzewa
Rozwa$ania o efektywno"ci

↭ kolekcja na uporz)dkowanej li#cie jednokierunkowej
reprezentacja

↭ w’z!y listy przechowuj) identyfikatory obiektów i
s) uporz)dkowane rosn)co

zalety

↭ wstawianie identyfikatora w sta!ym czasie O(1) po
wcze%niejszym wyszukaniu miejsca

↭ usuni’cie identyfikatora w sta!ym czasie O(1) po
wcze%niejszym jego odszukaniu

wady

↭ wyszukiwanie identyfikatora w czasie O(n)
↭ wyszukanie miejsca w czasie O(n)
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Struktury dynamiczne – drzewa
Uporz)dkowane drzewa binarne

↭ uporz)dkowanie listy jednokierunkowej nie poprawi!o
efektywno%ci operacji w stosunku do operacji na li%cie
nieuporz)dkowanej

↭ drzewo binarne umo(liwia szybkie wyszukiwanie, wstawianie i
usuwanie identyfikatorów

↭ struktura drzewa binarnego pozwala pomija& du(e fragmenty
drzewa podczas jego przeszukiwania

↭ uporz)dkowane drzewo binarne sk!ada si’ z w"z%ów
↭ ka(dy w’ze! przechowuje identyfikator oraz wska#niki na lewe

i prawe poddrzewo
↭ ka(de z poddrzew jest uporz)dkowanym drzewem binarnym
↭ identyfikatory s) uporz)dkowane w ten sposób, (e w lewym

poddrzewie wskazanym z w’z!a o identyfikatorze id

znajduj) si’ w’z!y o identyfikatorach mniejszych od id a w
prawym wi’ksze od id
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Struktury dynamiczne – drzewa
Uporz)dkowane drzewa binarne

↭ deklaracja drzewa binarnego w C:

struct Node {
int id; // identyfikator
struct Node* left; // wskazanie na prawe poddrzewo
struct Node* right; // wskazanie na prawe poddrzewo

};

typedef struct Node* Tree;

Tree root = NULL; // puste drzewo
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Struktury dynamiczne – drzewa
Uporz)dkowane drzewa binarne

root

2
NULL

3
NULL
NULL

4

6
NULL
NULL
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Struktury dynamiczne – drzewa
Uporz)dkowane drzewa binarne

↭ drukowanie drzewa binarnego w C:

void drukuj (Tree ptr) {
if(ptr != NULL) { // gdy drzewo niepuste

drukuj (ptr ->left); // wydrukuj mniejsze id.
printf ("%d ", ptr ->id); // wydrukuj id.

drukuj (ptr ->right); // wydrukuj wi$ksze id.
}

}
...

drukuj (root); // wywo!anie
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Struktury dynamiczne – drzewa
Uporz)dkowane drzewa binarne

↭ wstawianie do drzewa uporz)dkowanego w C:

void wstaw(Tree* ptr , int n) {
while (* ptr != NULL) {

if(n < (* ptr)->id)
ptr = &((* ptr)->left); // id( w lewo

else if(n > (* ptr)->id)
ptr = &((* ptr)->right); // id( w prawo

else

return ; // n ju’ jest w drzewie
}
*ptr = malloc ( sizeof ( struct Node));
(* ptr)->id = n; // wstaw n
(* ptr)->left = (* ptr)->right = NULL;

}
...

wstaw (&root , n); // wywo!anie
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Struktury dynamiczne – drzewa
Uporz)dkowane drzewa binarne

root

2
NULL
NULL

4

6
NULL
NULL
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Struktury dynamiczne – drzewa
Uporz)dkowane drzewa binarne

root

2
NULL
NULL

4

6
NULL
NULL

ptr

3
n
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Struktury dynamiczne – drzewa
Uporz)dkowane drzewa binarne

root

2
NULL
NULL

4

6
NULL
NULL

ptr

3
n
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Struktury dynamiczne – drzewa
Uporz)dkowane drzewa binarne

root

2
NULL
NULL

4

6
NULL
NULL

ptr

3
n
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Struktury dynamiczne – drzewa
Uporz)dkowane drzewa binarne

root
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NULL
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NULL
NULL

ptr

3
n

© 2024-26 Przemys!aw Kobyla"ski

Struktury dynamiczne – drzewa
Uporz)dkowane drzewa binarne

root

2

NULL
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ptr
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NULL
NULL
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Struktury dynamiczne – drzewa
Uporz)dkowane drzewa binarne

root

2

NULL

4

6
NULL
NULL

3
NULL
NULL
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Struktury dynamiczne – drzewa
Uporz)dkowane drzewa binarne

↭ rekurencyjne wstawianie do drzewa uporz)dkowanego w C:

void rek_wstaw (Tree* ptr , int n) {
if(* ptr == NULL) {

*ptr = malloc ( sizeof ( struct Node));
(* ptr)->id = n; // wstaw n
(* ptr)->left = (* ptr)->right = NULL;

}
else if(n < (* ptr)->id)

rek_wstaw (&((* ptr)->left), n); // id( w lewo
else if( n > (* ptr)->id)

rek_wstaw (&((* ptr)->right), n); // id( w prawo
}
...

rek_wstaw (&root , n); // wywo!anie
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Struktury dynamiczne – drzewa
Uporz)dkowane drzewa binarne

(wiczenie
Napisz w j$zyku C funkcj$ usu%, która zachowuj)c
uporz)dkowanie usuwa dan" warto&% z drzewa.

↭ podczas usuwania w’z!a drzewo mo(e rozpa%& si’ na dwa
kawa!ki i trzeba je na nowo po!)czy& zachowuj)c
uporz)dkowanie
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Struktury dynamiczne – drzewa
Uporz)dkowane drzewa binarne

↭ rekurencyjne usuni’cie ca!ego drzewa w C:

void rek_usu ( _drzewo (Tree ptr) {
if(ptr != NULL) {

rek_usu ( _drzewo (ptr ->left);
rek_usu ( _drzewo (ptr ->right);
free(ptr);

}
}
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Struktury dynamiczne – drzewa
Uporz)dkowane drzewa binarne

↭ deklaracja drzewa binarnego w Adzie:

type Node;

type Tree is access Node;

type Node is

record

Id : Integer ;
Left : Tree;
Right : Tree;

end record ;

Root : Tree;
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Struktury dynamiczne – drzewa
Uporz)dkowane drzewa binarne

↭ drukowanie drzewa binarnego w Adzie:

procedure Drukuj (Ptr : Tree) is

begin

if Ptr /= null then

Drukuj (Ptr.all.Left);
Put (Ptr.all.Id);
Drukuj (Ptr.all. Right);

end if;
end Drukuj ;
...
Drukuj (Root); -- wywo!anie
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Struktury dynamiczne – drzewa
Uporz)dkowane drzewa binarne

↭ wstawianie do drzewa uporz)dkowanego w Adzie:
procedure Wstaw (Ptr : in out Tree; N : Integer ) is

Curr : Tree := Ptr;
Prev , Temp : Tree; Turn_Left : Boolean ;

begin

while Curr /= null loop

Prev := Curr;
if N < Curr.all.Id then

Curr := Curr.all.Left; Turn_Left := True;
else

Curr := Curr.all. Right; Turn_Left := False;
end if;

end loop;
Temp := new Node; Temp.all.Id := N;
if Prev /= null then

if Turn_Left then Prev.all.Left := Temp;
else Prev.all. Right := Temp;

end if;
else Ptr := Temp;
end if;

end Wstaw ;
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Struktury dynamiczne – drzewa
Uporz)dkowane drzewa binarne

↭ rekurencyjne wstawianie do drzewa uporz)dkowanego w Adzie:

procedure Rek_Wstaw (Ptr : in out Tree; N : Integer )
is

begin

if Ptr = null then

Ptr := new Node;
Ptr.all.Id := N; -- wstaw N

elsif N < Ptr.all.Id then

Rek_Wstaw (Ptr.all.Left , N); -- id( w lewo
elsif N > Ptr.all.Id then

Rek_Wstaw (Ptr.all.Right , N); -- id( w prawo
end if;

end Rek_Wstaw ;
...
Rek_Wstaw (Root , N); -- wywo!anie
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Struktury dynamiczne – drzewa
Uporz)dkowane drzewa binarne

(wiczenie
Napisz w j$zyku Ada procedur$ Usu%, która zachowuj)c
uporz)dkowania usuwa dan" warto&% z drzewa.

↭ podczas usuwania w’z!a drzewo mo(e rozpa%& si’ na dwa
kawa!ki i trzeba je na nowo po!)czy& zachowuj)c
uporz)dkowanie
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Struktury dynamiczne – drzewa
Uporz)dkowane drzewa binarne

↭ rekurencyjne usuni’cie ca!ego drzewa w Adzie:

with Ada. Unchecked_Deallocation ;
...
procedure Delete is

new Ada. Unchecked_Deallocation (Node , Tree);

procedure Rek_Usu ( _Drzewo (Ptr : in out Tree) is

begin

if Ptr /= null then

Rek_Usu ( _Drzewo (Ptr.all.Left);
Rek_Usu ( _Drzewo (Ptr.all.Right);
Delete (Ptr);

end if;
end Rek_Usu ( _Drzewo ;
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Struktury dynamiczne – drzewa
Troch! nomenklatury

Definicja (Korze#)
Korzeniem drzewa binarnego jest w$ze! t#. wszystkie pozosta!e

w$z!y drzewa le#" w jego dwóch poddrzewach.

Definicja (Li$%)
Li&ciem drzewa binarnego nazywamy w$ze!, którego oba

poddrzewa s" pust$.

Definicja (W&ze! wewn&trzny)
W$z!em wewn$trznym drzewa binarnego jest w$ze! nieb$d"cy

li&ciem.

Definicja (Ga!)*)
Ga!$zi" drzewa nazywamy ci"g jego w$z!ów le#"cych na &cie#ce od

korzenia do li&cia.
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Struktury dynamiczne – drzewa
Troch! nomenklatury

Definicja (D!ugo$% ga!&zi)
D!ugo&ci" ga!$zi jest liczba w$z!ów na niej le#"cych.

Definicja (Wysoko$%)
Wysoko&ci" drzewa jest d!ugo&% jego najd!u#szej ga!$zi.

Twierdzenie
Drzewo o n w$z!ach ma wysoko&% h le#"c" w zakresie:

′log2(n + 1)∞ ≃ h ≃ n.

Twierdzenie
Drzewo o wysoko&ci h ma liczb$ w$z!ów n le#"c" w zakresie:

h ≃ n ≃ 2h ↓ 1.
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Struktury dynamiczne – drzewa
Troch! nomenklatury

Definicja (Drzewo regularne)
Regularnym drzewem binarnym nazywamy takie, w którym ka#dy

w$ze! wewn$trzny ma dwa niepuste poddrzewa.

Twierdzenie
Drzewo regularne o m ↘ 1 li&ciach ma n = 2 · m ↓ 1 w$z!ów, w

tym m ↓ 1 w$z!ów wewn$trznych.

Wniosek
Ka#de drzewo regularne ma nieparzyst" liczb$ w$z!ów.

(wiczenie
Udowodnij trzy twierdzenia o drzewach binarnych.
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WYK!AD 11.
Operacje wej#cie/wyj#cia
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Operacje wej$cia/wyj$cia
Proces i strumienie znaków

↭ na system operacyjny sk!ada si’ oprogramowanie u!atwiaj)ce
aplikacjom korzystanie z zasobów maszyny (procesor(y),
pami’&, urz)dzenia wej%cia/wyj%cia)

↭ system operacyjny jest wielozadaniowy czyli mog) by& w nim
uruchomione jednocze%nie ró(ne programy

↭ dzia!aj)cy program nazywa si’ w systemie procesem
↭ proces posiada trzy strumienie znaków: wej%ciowy, wyj%ciowy i

strumie" b!’dów
↭ pow%oka systemu drukuje prompt $ i czyta wpisane po nim

polecenie
↭ pow!oka uruchamia proces wykonuj)cy wywo!any w poleceniu

program
↭ je%li program wymaga przekierowania plików do/ze

strumieni, to pow!oka wykona odpowiednie przekierowania
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Operacje wej$cia/wyj$cia
Proces i strumienie znaków

proces
wyjściowy strumień

znaków
wejściowy strumień

znaków

strumień komunikatów
o błędach

a)

b)

a) Proces i jego strumienie b) Procesy po!)czone strumieniami

© 2024-26 Przemys!aw Kobyla"ski

Operacje wej$cia/wyj$cia
Przekierowanie strumienia

↭ za pomoc) znaków < i > mo(na przekierowa& plik do
strumienia i strumie" do pliku

↭ czytanie z klawiatury i drukowanie na ekran:
$ ./main

↭ czytanie z pliku dane.txt i drukowanie na ekran:
$ ./main < dane.txt

↭ czytanie z klawiatury i drukowanie do pliku wyniki.txt:
$ ./main > wyniki.txt

↭ czytanie z pliku dane.txt i drukowanie do pliku wyniki.txt:
$ ./main < dane.txt > wyniki.txt
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Operacje wej$cia/wyj$cia
Przetwarzanie potokowe

↭ za!ó(my, (e mamy trzy nast’puj)ce programy:
generowanie wypisuje wygenerowane dane na standardowe wyj%cie

przetwarzanie czyta dane ze standardowego wej%cia, przetwarza je i wypisuje
wyniki na standardowe wyj%cie

prezentowanie czyta wyniki ze standardowego wej%cia i prezentuje na
standardowym wyj%ciu

↭ bez przetwarzania potokowego mo(na uruchomi& te programy
nast’puj)co:
$ ./generowanie > dane
$ ./przetwarzanie < dane > wyniki
$ ./prezentowanie < wyniki

↭ zanim zacznie dzia!a& przetwarzanie musi
zako"czy& si’ generowanie i dane musz) by& przechowane na
dysku

↭ zanim zacznie si’ prezentowanie musi
zako"czy& si’ przetwarzanie i wyniki musz) by& przechowane
na dysku

↭ na dysku pozostaj) pliki z danymi i wynikami



© 2024-26 Przemys!aw Kobyla"ski

Operacje wej$cia/wyj$cia
Przetwarzanie potokowe

↭ korzystaj)c z przetwarzania potokowego mo(na
przyspieszy& dzia!anie programów:
$ ./generowanie | ./przetwarzanie | ./prezentowanie

↭ trzy programy zostaj) uruchomione jednocze%nie
↭ przetwarzanie rozpoczyna si’ natychmiast gdy pojawi)

si’ pierwsze dane
↭ prezentacja rozpocznie si’ natychmiast gdy pojawi)

si’ pierwsze wyniki
↭ na dysku nie s) tworzone pliki z danymi i wynikami
↭ dane mi’dzy programami przekazywane s) szybko poprzez

pami’& operacyjn)
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Operacje wej$cia/wyj$cia
Operacje na standardowym wej"ciu i wyj"ciu

↭ do!)czenie pliku nag!ówkowego
# include <stdio.h>

↭ czytanie ze standardowego wej%cia stdin
↭ funkcja getchar()

int getchar (void) // zwraca kod przeczytanego
znaku

↭ funkcja scanf()

int scanf(format , & zmienna ) // zwraca liczb $
przeczytanych poprawnie warto%ci
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Operacje wej$cia/wyj$cia
Operacje na standardowym wej"ciu i wyj"ciu

↭ pisanie na standardowe wyj%cie stdout
↭ funkcja putchar()

int putchar (kod) // wypisanie znaku o podanym
kodzie

↭ funkcja printf()

int printf (format , wyra!enie , ...)
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Operacje wej$cia/wyj$cia
Operacje na standardowym wej"ciu i wyj"ciu

↭ ksi)(kowy11 przyk!ad:
# include <stdio.h>
int main(void) {

int ch;
while (( ch = getchar ()) != EOF) putchar (ch);
return 0;

}

↭ warunek steruj)cy p’tl) wykonuje trzy rzeczy:
1. czyta znak
2. kod znaku podstawia pod zmienn) ch
3. porównuje kod ze sta!) EOF oznaczaj)c) koniec pliku

11Brian W. Kernighan, Dennis M. Ritchie. J"zyk ANSI C. Programowanie.
Helion, 2010.
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Operacje wej$cia/wyj$cia
Operacje na plikach

↭ do!)czenie pliku nag!ówkowego
# include <stdio.h>

w którym zdefiniowano mi’dzy innymi typ FILE,
reprezentuj)cy deskryptor pliku, oraz nast’puj)ce wskazania
typu FILE*:

stdin standardowe wej%cie
stdout standardowe wyj%cie
stderr strumie" komunikatów o b!’dach

↭ otwieranie pliku
FILE* plik;
fopen (&cie!ka , "tryb");

gdzie tryb jest jednym z:
r czytanie (plik musi istnie&)

w pisanie (plik nie musi istnie&)
a dopisywanie na ko"cu (plik nie musi istnie&)
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Operacje wej$cia/wyj$cia
Operacje na plikach

Powi)zanie deskryptora pliku z dokumentem
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Operacje wej$cia/wyj$cia
Operacje na plikach

↭ czytanie z pliku
↭ funkcja fgetc()

int fgetc(plik) // wczytanie znaku z pliku

fgetc(stdin) ⇓ getchar()

↭ funkcja fscanf()

int fscanf (plik , format , & zmienna ) // zwraca
liczb$ przeczytanych poprawnie warto %ci

fscanf (stdin, format, &zmienna) ⇓ scanf (format, &zmienna)
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Operacje wej$cia/wyj$cia
Operacje na plikach

↭ pisanie do pliku
↭ funkcja fputc()

int fputc(plik , kod) // wypisanie znaku o
podanym kodzie

fputc(stdout, znak) ⇓ putchar(znak)

↭ funkcja fprintf()

int fprintf (plik , format , wyra!enie , ...)

fprintf (stdout, format, &zmienna) ⇓ printf (format, &zmienna)
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Operacje wej$cia/wyj$cia
Operacje na plikach

↭ opró(nienie bufora dla pliku wyj%ciowego
↭ funkcja fflush()

int fflush (plik) // zapisanie zmian w pliku
wyj% ciowym

↭ zamykanie pliku
↭ funkcja fclose()

int fclose (plik) // zamkni $cie pliku

je%li plik by! otwarty w trybie w albo a, to przed jego
zamkni’ciem zostan) zapisane zmiany
FILE* plik;
fopen(plik , "r");
// przetwarzanie danych
...
fclose (plik);
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Operacje wej$cia/wyj$cia
Przekazywanie argumentów

↭ drukowanie przekazanych do programu argumentów

// argumenty .c
//
// Program drukuje argumenty uruchomienia programu .

# include <stdio.h>

int main(int argc , char *argv []) {
printf (" Liczba argument ów (argc) = %d\n", argc);
printf (" Kolejne argumenty o indeksach od 0 do %d:\n",

argc - 1);
for(int i = 0; i < argc; i++)

printf ("\targv [%d] = \"%s\"\n", i, argv[i]);
return 0;

}
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Operacje wej$cia/wyj$cia
Przekazywanie argumentów

↭ przyk!adowe uruchomienia:

$ ./argumenty
Liczba argumentów (argc) = 1
Kolejne argumenty o indeksach od 0 do 0:

argv[0] = "./argumenty"
$ ./argumenty a1 "a2 a3" a4 \
a5 a6
Liczba argumentów (argc) = 6
Kolejne argumenty o indeksach od 0 do 5:
argv[0] = "./argumenty"
argv[1] = "a1"
argv[2] = "a2 a3"
argv[3] = "a4"
argv[4] = "a5"
argv[5] = "a6"
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Operacje wej$cia/wyj$cia
Przyk#ad programu

↭ sumowanie liczb ze strumienia

// sumator .c

# include <stdio.h>

int main(int argc , char *argv []) {
FILE *fp;
if(argc < 2)

fp = stdin;
else {

fp = fopen(argv [1], "r");
if(fp == NULL) {

printf ("Plik %s nie istnieje !\n", argv [1]);
return 1;

}
}
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Operacje wej$cia/wyj$cia
Przyk#ad programu

// ci#g dalszy pliku sumator .c

double suma = 0.0;

for (;;) {
double wartosc ;
int wynik = fscanf (fp , "%lf", & wartosc );
if( wynik < 1)

break ;
suma = suma + wartosc ;

}
fclose (fp);

printf ("suma = %f\n", suma);
return 0;

}
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Operacje wej$cia/wyj$cia
Przyk#ad programu

↭ przyk!ady uruchomienia:
za!ó(my, (e w pliku dane.txt znajduj) si’ trzy liczby 10, 20 i 30

$ ./sumator
1
2
3
<Ctrl-D>
suma = 6.000000
$ ./sumator zla_nazwa.txt
Plik zla_nazwa.txt nie istnieje!
$ ./sumator dane.txt
suma = 60.000000
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Operacje wej$cia/wyj$cia
Ciekawostka

↭ w ksi)(ce pod tytu!em 10 PRINT CHR$(205.5+RND(1));
: GOTO 10 opisano na ponad 320 stronach jednolinijkowy
program w j’zyku BASIC

↭ odpowiada mu nast’puj)cy program w j’zyku C:
# include <stdio.h>
# include <stdlib .h> // funkcje srand () i rand ()
# include <time.h> // funkcja time ()
int main(void) {

srand(time(NULL));
while (1) {

printf (rand () &1?"\u2571 ":"\u2572 ");
fflush ( stdout );

}
}

↭ ksi)(k’ znajdziesz tutaj: https://10print.org © 2024-26 Przemys!aw Kobyla"ski

Operacje wej$cia/wyj$cia
Ciekawostka

↭ program drukuje niesko"czony labirynt
↭ %ciany labiryntu sk!adaj) si’ z ci)gu dwóch znaków / i \
↭ znaki wybierane s) losowo
↭ funkcja time(NULL) zwraca liczb’ sekund od pocz)tku ery

systemu UNIX (od godziny 0:00 w dniu 1 stycznia 1970 roku)
↭ funkcja srand(time(NULL)) ustala ziarno generatora liczb

pseudolosowych (bez tej funkcji za ka(dym razem generowany
by!by ten sam ci)g liczb)

↭ funkcja rand() zwraca pseudolosow) liczb’ ca!kowit)
↭ warto%ci) wyra(enia rand()\&1 jest albo 0 albo 1 (najmniej

znacz)cy bit) z jednakowym prawdopodobie"stwem 1/2
↭ warto%ci) wyra(enia rand()&1?"\u2571":"\u2572" jest

albo "/" albo "\" z jednakowym prawdopodobie"stwem 1/2
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Operacje wej$cia/wyj$cia
Ciekawostka
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WYK!AD 12.
Rekurencja
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Rekurencja
Rekurencja w matematyce

↭ rekurencja to definicja odwo!uj)ca si’ sama do siebie
↭ definicja taka sk!ada si’ z:

1. prostych przypadków, które nie korzystaj) z rekurencji
2. zbioru regu!, które redukuj) z!o(one przypadki do przypadków

prostych
↭ przyk!ad definicji ci)gu Fibonacciego:

fn =






0 gdy n = 0 (prosty przypadek)
1 gdy n = 1 (prosty przypadek)
fn→1 + fn→2 gdy n > 1 (redukcja)

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 . . .
fn 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 . . .
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Rekurencja
Rekurencja w matematyce

↭ z rekurencj) wi)() si’ ciekawe obiekty geometryczne jakimi s)
fraktale

↭ ich nazwa pochodzi od !ac. fractus (z!amany, u!amkowy) i
odnosi si’ do nieca!kowitego wymiaru Hausdor*a

↭ nieformalnie mówi)c, je%li obiekt ma wymiar z przedzia!u
(1, 2), to jest „grubszy” ni( odcinek i „cie"szy” ni( kwadrat

↭ charakteryzuj) si’ one w!asno%ci) samopodobie(stwa
polegaj)c) na tym, (e ich fragmenty s) podobne do ca!o%ci
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Rekurencja
Rekurencja w matematyce

Trójkąt Sierpińskiego

dimH = log 3 / log 2 ≈ 1.58496

trzy fragmenty dwa razy mniejsze
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Rekurencja
Rekurencja w przyrodzie

Kryszta! dendryczny (#ród!o: Wikipedia)
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Rekurencja
Rekurencja w przyrodzie

P!atek %niegu (#ród!o: The New York Times)
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Rekurencja
Rekurencja w przyrodzie

Kalafior Romanesco dimH ⇐ 2.8 (#ród!o: Wikipedia)
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Rekurencja
Obrazy rekurencyjne

Definicja (Efekt Droste)
↭ Obraz ukazuj"cy efekt Droste zawiera mniejsz"

wersj$ samego siebie. Ta mniejsza wersja zawiera jeszcze

mniejsz" wersj$ w tym samym miejscu i tak dalej.

↭ Termin zosta! wymy&lony przez Nico Scheepmakera pod

koniec lat 70-tych XX wieku. Nazwa pochodzi od Droste,

holenderskiej marki gor"cej czekolady, na której opakowaniu

zamieszczony by! wizerunek piel$gniarki trzymaj"cej tac$ z

fili#ank" i pude!kiem kakao tej w!a&nie marki.

)ród!o: https: // pl. wikipedia. org/ wiki/ Efekt_ Droste .
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Rekurencja
Obrazy rekurencyjne

Opakowanie kakao Droste (#ród!o: Wikipedia)
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Rekurencja
Obrazy rekurencyjne

Efekt umieszczenia kamery przed monitorem (#ród!o: w!asne)
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Rekurencja
Przyk#ady funkcji rekurencyjnych

↭ klasycznym przyk!adem funkcji definiowanej rekurencyjnie jest
silnia:

n! = 1 · 2 · . . . · n

↭ jej posta& rekurencyjna:

n! =
{

1 gdy n = 0
n · (n ↓ 1)! gdy n > 1

int silnia (int n) {
if(n == 0)

return 1;
else

return n * silnia (n - 1);
}
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Rekurencja
Przyk#ady funkcji rekurencyjnych

↭ funkcja obliczaj)ca najwi’kszy wspólny dzielnik:

NWD(a, b) =
{

a gdy b = 0
NWD(b, a mod b) gdy b > 0

def nwd(a, b):
if b == 0:

return a
else:

return nwd(b, a % b)

© 2024-26 Przemys!aw Kobyla"ski

Rekurencja
Przyk#ady funkcji rekurencyjnych

↭ w teorii oblicze" korzysta si’ z funkcji Ackermana
zdefiniowanej rekurencyjnie:

A(m, n) =






n + 1 gdy m = 0
A(m ↓ 1, 1) gdy m > 0 ⇒ n = 0
A(m ↓ 1, A(m, n ↓ 1)) gdy m > 0 ⇒ n > 0

↭ powy(sza funkcja bardzo szybko ro%nie:
A(4, 2) = 265536 ↓ 3

function Ackerman (M, N : Natural ) return Positive is

begin

if M = 0 then

return N + 1;
elsif N = 0 then

return Ackerman (M - 1, 1);
else

return Ackerman (M - 1, Ackerman (M, N - 1));
end if;

end Ackerman ;
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Rekurencja
Rozwi)zywanie problemów

↭ rekurencj’ mo(na u(y& do rozwi)zywania problemów
↭ z!o(ony problem mo(na cz’sto zredukowa& do prostszego
↭ przedstawimy to na przyk!adzie !amig!ówki Wie&e Hanoi :

↭ w deseczk’ wbite s) trzy patyki lewy, &rodkowy i prawy

↭ na patyk A nanizanych jest n kr)(ków o coraz wi’kszych
%rednicach

↭ nale(y przenie%& wszystkie kr)(ki z patyka lewego na patyk
prawy pomagaj)c sobie patykiem &rodkowym

↭ za ka(dym razem przenosi si’ jeden kr)(ek i nigdy nie k!adzie
si’ wi’kszy kr)(ek na mniejszym

(#ród!o: Wikipedia) © 2024-26 Przemys!aw Kobyla"ski

Rekurencja
Rozwi)zywanie problemów

↭ program rozwi)zuj)cy !amig!ówk’ Wie(e Hanoi:

with Ada. Text_IO ; use Ada. Text_IO ;
with Ada. Integer_Text_IO ; use Ada. Integer_Text_IO ;
procedure Main is

procedure Hanoi (N : Natural ; A, B, C : String ) is

begin

if N > 0 then

Hanoi (N - 1, A, C, B);
Put_Line ("FROM " & A & " TO " & C);
Hanoi (N - 1, B, A, C);

end if;
end Hanoi;

N : Integer ;
begin

Get (N);
Hanoi (N, "lewy", " srodkowy ", " prawy");

end Main;
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Rekurencja
Rozwi)zywanie problemów

↭ przyk!ad uruchomienia dla n = 3:

$ alr run
3
FROM lewy TO prawy
FROM lewy TO srodkowy
FROM prawy TO srodkowy
FROM lewy TO prawy
FROM srodkowy TO lewy
FROM srodkowy TO prawy
FROM lewy TO prawy
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Rekurencja
Rozwi)zywanie problemów

↭ policzmy ile ruchów wykonywanych jest przy przenoszeniu n

kr)(ków
↭ niech R(n) oznacza liczb’ wykonywanych ruchów:

R(n) =
{

0 gdy n = 0
2 · R(n ↓ 1) + 1 gdy n > 0

R(n) = 2 · R(n ↓ 1) + 1 = 2 · (2 · R(n ↓ 2) + 1) + 1
= 4 · R(n ↓ 2) + 2 + 1 = 4 · (2 · R(n ↓ 3) + 1) + 2 + 1

= 8 · R(n ↓ 3) + 4 + 2 + 1 = · · · = 2k · R(n ↓ k) +
k→1∑

i=0
2i

=
n→1∑

i=0
2i (dla k = n)

= 2n ↓ 1
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Rekurencja
Rozwi)zywanie problemów

Twierdzenie
Niech n b$dzie liczb" kr"#ków, wówczas liczba ruchów

wykonywanych wynosi R(n) = 2n ↓ 1.

Dowód.
Indukcja po n:

krok 1. R(0) = 20 ↓ 1 = 0.
krok 2. Niech n > 0. Wówczas:

R(n) = 2 · R(n ↓ 1) + 1 (z def.)
= 2 · (2n→1 ↓ 1) + 1 (z za!. ind.)
= 2 · 2n→1 ↓ 2 + 1
= 2n ↓ 1
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Rekurencja
Problemy z rekurencj)

↭ cz’sto rekurencyjny zapis funkcji jest wygodny i czytelny
↭ wykonywanie funkcji rekurencyjnej mo(e jednak nastr’cza&

problemów:
↭ lokalne zmienne i parametry funkcji przechowywane s) na

stosie a ten ro%nie z ka(dym jej wywo!aniem
↭ prosta definicja rekurencyjna mo(e wymaga& wielu kroków

oblicze"
↭ problemy te omówimy na przyk!adzie obliczania ci)gu

Fibonacciego

int f(int n) {
if(n == 0) return 0;
else if(n == 1) return 1;
else. return f(n - 1) + f(n - 2);

}
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Rekurencja
Problemy z rekurencj)

↭ prze%led#my proces obliczenia warto%ci f5:

f5 = f4 + f3
= f3 + f2 + f3
= f2 + f1 + f2 + f3
= f1 + f0 + f1 + f2 + f3
= 1 + f0 + f1 + f2 + f3
= 1 + 0 + f1 + f2 + f3
= 1 + 0 + 1 + f2 + f3
= 1 + 0 + 1 + f1 + f0 + f3
= 1 + 0 + 1 + 1 + f0 + f3
= 1 + 0 + 1 + 1 + 0 + f3
= 1 + 0 + 1 + 1 + 0 + f2 + f1
= 1 + 0 + 1 + 1 + 0 + f1 + f0 + f1
= 1 + 0 + 1 + 1 + 0 + 1 + f0 + f1
= 1 + 0 + 1 + 1 + 0 + 1 + 0 + f1
= 1 + 0 + 1 + 1 + 0 + 1 + 0 + 1
= 5 © 2024-26 Przemys!aw Kobyla"ski

Rekurencja
Problemy z rekurencj)

↭ drzewo oblicze" warto%ci fn:
fn

fn-1

fn-2

fn-3

fn-3 fn-4

fn-2

fn-3 fn-4
➥Tym samym kolorem oznaczono 
powtarzające się fragmenty drzewa. 
➥We fragmentach tych wykonywane 
są dokładnie te same obliczenia.
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Rekurencja
Problemy z rekurencj)

↭ policzymy ile operacji dodawania wykonuje si’ podczas
obliczania warto%ci fn

↭ niech S(n) b’dzie liczb) operacji dodawania:

S(n) =
{

0 gdy n = 0 ∈ n = 1
1 + S(n ↓ 1) + S(n ↓ 2) gdy n > 1

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 · · ·
fn 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 · · ·

S(n) 0 0 1 2 4 7 12 20 33 54 88 143 · · ·

Hipoteza

S(n) =
n→1∑

i=0
fi = fn+1 ↓ 1.
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Rekurencja
Problemy z rekurencj)

Twierdzenie
Niech S(n) b$dzie liczb" operacji dodawania podczas obliczania

warto&ci fn. Wówczas:

S(n) = fn+1 ↓ 1.

Dowód.
Indukcja po n:

krok 1. S(0) = f1 ↓ 1 = 1 ↓ 0 = 0, S(1) = f2 ↓ 1 = 1 ↓ 1 = 0.
krok 2. Niech n > 1. Wówczas:

S(n) = 1 + S(n ↓ 1) + S(n ↓ 2) (z def.)
= 1 + (fn ↓ 1) + (fn→1 ↓ 1) (z za!. ind.)
= fn + fn→1 ↓ 1 = fn+1 ↓ 1 (z def.)
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Rekurencja
Problemy z rekurencj)

↭ jak szybko ro%nie warto%& S(n)?
↭ na drugim semestrze, podczas kursu Matematyka dyskretna,

poznacie funkcje tworz)ce i nauczycie si’ wyprowadza& za ich
pomoc) jawny wzór na n-ty wyraz ci)gu Fibonacciego:

fn = 1∋
5

(
1 +

∋
5

2

)n

↓ 1∋
5

(
1 ↓

∋
5

2

)n

1 ↓
∋

5
2 ⇐ ↓0.618034

lim
n≃⇐

1∋
5

(
1 ↓

∋
5

2

)n

= 0

fn △ 1∋
5

(
1 +

∋
5

2

)n

S(n) △ 1 +
∋

5
2
∋

5

(
1 +

∋
5

2

)n

© 2024-26 Przemys!aw Kobyla"ski

Rekurencja
Problemy z rekurencj)

Wykres S(n) (#ród!o: WolframAlpha.com)

↭ jak policzy& warto%& fn wykonuj)c mniejsz) liczb’ operacji?
↭ zastosowa& iteracj’ zamiast rekurencji
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Rekurencja
Problemy z rekurencj)

↭ iteracyjna funkcja w j’zyku Python:

def f(n):
if n == 0:

return 0
elif n == 1:

return 1
else:

a, b = 0, 1
for i in range(n - 1):

a, b = b, a + b
return b

print (f (1000) ) # oko!o 4.35 e208

4346655768693745643568852767504062580256466051737178040248
1729089536555417949051890403879840079255169295922593080322
6347752096896232398733224711616429964409065331879382989696
49928516003704476137795166849228875 © 2024-26 Przemys!aw Kobyla"ski

Rekurencja
Posta’ ogonowa rekurencji

↭ rozpatrzmy funkcj’ obliczaj)cej n!
int silnia (int n) {

if(n == 0)
return 1;

else

return n * silnia (n - 1);
}

↭ po powrocie z rekurencyjnego wywo!ania silnia(n-1) wynik
jest przemna(any przez warto%& zmiennej n

↭ zmienna n musi by& zachowana na stosie by po powrocie z
rekurencyjnego wywo!ania dost’pna by!a jej warto%& przed
wywo!aniem

↭ funkcja rekurencyjna, która ma wi’cej ni( jedno wywo!anie
rekurencyjne w swojej tre%ci albo ma jedno wywo!anie ale po
powrocie z niego wykonywane s) jeszcze obliczenia nie jest w
postaci rekurencji ogonowej
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Rekurencja
Posta’ ogonowa rekurencji

↭ prze%led#my proces obliczenia warto%ci silnia(5):

silnia(5) = 5 ⇔ silnia(4)
= 5 ⇔ 4 ⇔ silnia(3)
= 5 ⇔ 4 ⇔ 3 ⇔ silnia(2)
= 5 ⇔ 4 ⇔ 3 ⇔ 2 ⇔ silnia(1)
= 5 ⇔ 4 ⇔ 3 ⇔ 2 ⇔ 1 ⇔ silnia(0)
= 5 ⇔ 4 ⇔ 3 ⇔ 2 ⇔ 1 ⇔ 1
= 5 ⇔ 4 ⇔ 3 ⇔ 2 ⇔ 1
= 5 ⇔ 4 ⇔ 3 ⇔ 2
= 5 ⇔ 4 ⇔ 6
= 5 ⇔ 24
= 120 © 2024-26 Przemys!aw Kobyla"ski

Rekurencja
Posta’ ogonowa rekurencji

↭ mo(emy postara& si’ przekszta!ci& funkcj’ do postaci
rekurencji ogonowej, w której po jedynym wywo!aniu
rekurencyjnym nie s) wykonywane ju( (adne obliczenia:
int silnia_ogonowa (int n, int akumulator ) {

if(n == 0)
return akumulator ;

else

return silnia_ogonowa (n - 1, n * akumulator );
}

int silnia (int n) {
return silnia_ogonowa (n, 1);

}
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Rekurencja
Posta’ ogonowa rekurencji

↭ prze%led#my proces obliczenia warto%ci silnia(5) z u(yciem
rekursji ogonowej:

silnia(5) = silnia_ogonowa(5, 1)
= silnia_ogonowa(4, 5)
= silnia_ogonowa(3, 20)
= silnia_ogonowa(2, 60)
= silnia_ogonowa(1, 120)
= silnia_ogonowa(0, 120)
= 120

↭ jak wida&, proces obliczania bardzo si’ upro%ci!
↭ zwracane warto%ci nie s) ju( przez nic przemna(ane
↭ wszystkie obliczenia (odejmowanie i mno(enie) odbywaj)

si’ podczas obliczania warto%ci parametrów rzeczywistych dla
kolejnego wywo!ania rekurencyjnego © 2024-26 Przemys!aw Kobyla"ski

Rekurencja
Posta’ ogonowa rekurencji

↭ funkcj’ w postaci ogonowej rekurencji bardzo !atwo
przekszta!ci& na iteracj’:
int silnia (int n) {

int akumulator = 1;
while(n != 0) {

akumulator = akumulator * n;
n = n - 1;

}
return akumulator ;

}

↭ skorzystano tu z równowa(no%ci nast’puj)cych kodów:
int F1() { int F2 () {

if(W) while (!W)
S1 S2

else { S1
S2 }
F1();

}
}
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Rekurencja
Ciekawostka

↭ gdy funkcja zawiera dwa wywo!ania rekurencyjne nie mo(na
jej przekszta!ci& do postaci rekurencji ogonowej

↭ mo(na jednak postara& si’ zast)pi& jedno wywo!anie
rekurencyjne iteracj), w której znajduje si’ drugie wywo!anie
rekurencyjne

↭ poka(emy to na przyk!adzie funkcji obliczaj)cej ci)g
Fibonacciego

↭ kompilator maksymalnie optymalizuj)c przek!ad (opcja -O3)
pozbywa si’ jednego z dwóch wywo!a" rekurencyjnych

↭ korzysta przy tym z nast’puj)cej w!asno%ci ci)gu
Fibonacciego:

fn = 1 +
n→2∑

i=0
fi =

n÷2∑

i=1
fn→2i+1 + (n mod 2)
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Rekurencja
Ciekawostka

↭ co kryje si’ za t) w!asno%ci)?

fn

fn-1 fn-2

fn-2 fn-3

fn-4

f2

1 f1

fn

fn-1 fn-2

fn-3 fn-4

fn-5

f2

f1 0

fn

fn-1 fn-2

fn-3 fn-4

fn-5

f3

f2 1

parzyste n nieparzyste n

fn-2 + fn-3 + fn-4 + … + f1 + 1 fn-1 + fn-3 + fn-5 + … + f1+(n mod 2) + (n mod 2)
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Rekurencja
Ciekawostka

Twierdzenie
Niech n > 0. Wówczas: f0 = 0, fn = 1 +

∑
n→2
i=0 fi .

Dowód.
Indukcja po n:

krok 1. f0 = 0, f1 = 1 + 0.
krok 2. Niech n > 1. Wówczas:

fn = fn→1 + fn→2 (z def.)

= 1 +
n→3∑

i=0
fi + fn→2 (z za!. ind.)

= 1 +
n→2∑

i=0
fi
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Rekurencja
Ciekawostka

Twierdzenie
Niech n ↘ 0. Wówczas: fn =

∑
n÷2
i=1 fn→2i+1 + (n mod 2).

Dowód.
Indukcja po n:

krok 1. f0 = 0 + 0, f1 = 0 + 1.
krok 2. Niech n > 1. Wówczas:

fn = fn→1 + fn→2 (z def.)

= fn→1 +
(n→2)÷2∑

i=1
fn→2→2i+1 + (n mod 2) (z za!. ind.)

= fn→1 +
n÷2∑

i=2
fn→2i+1 + (n mod 2) =

n÷2∑

i=1
fn→2i+1 + (n mod 2)
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Rekurencja
Ciekawostka

↭ kompiluj)c poni(sz) funkcj’ z opcjami -O3 -S:
int f(int n) {

if(n == 0) return 0;
else if(n == 1) return 1;
else return f(n - 1) + f(n - 2);

}

↭ otrzymuje si’ przek!ad równowa(ny nast’puj)cej funkcji:
int f(int n) {

if(n < 2) return n;
int a = 0;
for (; n > 1; n -=2) a += f(n - 1);
return a + n;

}

↭ funkcja wylicza sum’:

fn→1 + fn→3 + fn→5 + · · · + f1+(n mod 2) + (n mod 2) = fn
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Rekurencja
Ciekawostka

↭ przek!ad kompilatorem Apple CLANG 16.0.0 na procesor M3:
; rejestry: w0 - parametr n, w20 - lokalne a, w19 - lokalne n

_f:

; ==> od!o"enie na stos rejestrów x19 i x20

mov x19, x0 ; lokalne n := parametr n

cmp w0, #2

b.hs. LBB0_2 ; skok gdy n >= 2

mov w20, #0 ; lokalne a := 0

add w0, x19, x20 ; wyliczenie zwracanej warto#ci

ret ; zwraca warto#$ lokalnego n

LBB0_2:

mov w20, #0 ; lokalne a := 0

LBB0_3:

sub w0, w19, #1 ; parametr rzeczywisty n := lokalne n - 1

bl _fib1 ; „wywo!anie” f(n-1)

sub w19, w19, #2 ; lokalne n := lokalne n - 2

add w20, w0, w20 ; lokalne a := lokalne a + zwrócona warto#$

cmp w19, #1

b.hi LBB0_3 ; skok gdy lokalne n > 1

add w0, w19, w20 ; wyliczenie zwracanej warto#ci

; <== zdj%cie ze stosu rejestrów x20 i x19

ret ; zwraca sum% lokalnego a i lokalnego n
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Rekurencja
Ciekawostka

↭ na stronie https://github.com/przemko/fib45 mo(na
znale#& porównanie efektywno%ci obliczania ci)gu
Fibonacciego w wybranych czternastu j’zykach
programowania

Czas obliczania f45 w sekundach na Intel Core i5 2.6GHz (#ród!o: w!asne) © 2024-26 Przemys!aw Kobyla"ski

WYK!AD 13.
Zasada dziel i zwyci"&aj
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Zasada dziel i zwyci&’aj
Notacja asymptotyczna

↭ na kursie Analiza matematyczna I poznali%cie
notacj’ asymptotyczn)

↭ tutaj tylko przypomnimy podstawowe informacje o niej

Definicja (Notacja O(·))
Niech f , g : N ▽⇑ R+

. Mówimy, #e f (n) = O(g(n)) je&li

(̸c>0)(̸n0>0)(↙n↓n0)f (n) < c · g(n).

Gdy f (n) = O(g(n)), to mówimy, #e g(n) jest asymptotycznym
ograniczeniem górnym dla f (n).

Definicja (Notacja !(·))
Niech f , g : N ▽⇑ R+

. Je&li f (n) = O(g(n)) i g(n) = O(f (n)), to

mówimy, #e f (n) = !(g(n)).
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Zasada dziel i zwyci&’aj
Notacja asymptotyczna

Twierdzenie
Niech f , g : N ▽⇑ R+

. Za!ó#my, #e istnieje granica limm≃⇐
f (n)
g(n) i

jest sko’czona. Wówczas

1. Je&li 0 ≃ limn≃⇐
f (n)
g(n) < ∞, to f (n) = O(g(n)).

2. Je&li 0 < limn≃⇐
f (n)
g(n) < ∞, to f (n) = !(g(n)).

Dowód.
Niech c = limn≃⇐

f (n)
g(n) . Za!ó(my, (e 0 ≃ c < ∞. Wówczas dla

dostatecznie du(ych n, 0 ≃ f (n)
g(n) < c + 1. Zatem dla dostatecznie

du(ych n, f (n) < (c + 1) · g(n), wi’c f (n) = O(g(n)).
Je%li ponadto c > 0, to 0 ≃ limn≃⇐

g(n)
f (n) = 1

c
< ∞, wi’c z

poprzedniego punktu wynika, (e g(n) = O(f (n)), czyli
f (n) = !(g(n)).
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Zasada dziel i zwyci&’aj
Notacja asymptotyczna

Definicja (Notacja o(·))
Niech f , g : N ▽⇑ R+

. Mówimy, #e f (n) = o(g(n)) je&li

lim
n≃⇐

f (n)
g(n) = 0.

↭ czasami zamiast pisa& f (n) = o(g(n)) b’dziemy
stosowa& zapis f (n) ∀ g(n)

↭ !atwo sprawdzi&, (e

· · · ∀ 4∋
n ∀ 3∋

n ∀
∋

n ∀ n ∀ n
2 ∀ n

3 ∀ n
4 ∀ · · ·
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Zasada dziel i zwyci&’aj
Notacja asymptotyczna

↭ poka(emy, (e funkcja log2 n ro%nie wolniej od pierwiastka
dowolnego stopnia

↭ skorzystamy z nast’puj)cego twierdzenia:

Twierdzenie (de l’Hospitala)
Za!ó#my, #e f i g s" funkcjami ró#niczkowalnymi t#.

limx≃⇐ f (x) = ∞ oraz limx≃⇐ g(x) = ∞. Wówczas

lim
x≃⇐

f (x)
g(x) = lim

x≃⇐
f

↔(x)
g ↔(x) .
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Zasada dziel i zwyci&’aj
Notacja asymptotyczna

Twierdzenie

(↙ω>0) log2 n = o(nω).

Dowód.
Niech ω > 0. Funkcje f (x) = log2 x oraz g(x) = x

ω

spe!niaj) za!o(enia twierdzenia de l’Hospitala. Zatem

lim
x≃⇐

log2 x

xω
= lim

x≃⇐

1
x ·ln 2

ω · xω→1 = lim
x≃⇐

1
ω · ln 2 · xω

= 0.
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Zasada dziel i zwyci&’aj
Schemat metody

↭ zasada dziel i zwyci"&aj (ang. divide and conquer) jest
bardzo efektywn) metod) projektowania algorytmów

↭ opiera si’ ona na rekurencji
↭ dzieli ona rozwi)zywany problem na pewn) liczb’ prostszych

podproblemów
↭ nast’pnie rozwi)zuje, zgodnie z t) zasad), ka(dy z

podproblemów
↭ na koniec przeprowadzana jest synteza rozwi)zania problemu z

rozwi)za" podproblemów
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Zasada dziel i zwyci&’aj
Schemat metody

↭ zasad’ dziel i zwyci’(aj zapiszemy w postaci pseudokodu:
function Rozwi)(Z!o(onyProblem (P):
if P jest prostym problemem then

return Rozwi)zanieProstegoProblemu(P)
else

podziel P na prostsze podproblemy P1, P2 . . . , Pa ε analiza
for i ↑ 1 .. a do

Ri ↑ Rozwi)(Z!o(onyProblem(Pi) ε rekurencja
end for
return Synteza(R1, R2, . . . , Ra) ε synteza

end if
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Zasada dziel i zwyci&’aj
Z#o$ono"’ obliczeniowa

↭ niech n b’dzie rozmiarem problemu P

↭ za!ó(my, (e problem P jest dzielony na a podproblemów b

razy mniejszego rozmiaru
↭ niech funkcja T (n) wyra(a liczb’ operacji jakie wykonywane

s) podczas rozwi)zywania problemu P zgodnie z zasad) dziel i
zwyci’(aj:

T (n) =
{

!(1) dla n = 1
a · T ( n

b
) + O(n) dla n > 1

tzn. rozwi)zanie prostego problemu wykonuje si’ w czasie
sta!ym a podzia! i synteza odbywa si’ w czasie liniowym

↭ rz)d funkcji T (n) zale(y od relacji mi’dzy liczbami a i b
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Zasada dziel i zwyci&’aj
Z#o$ono"’ obliczeniowa

Twierdzenie (O rekurencji uniwersalnej)
Niech a ↘ 1 i b > 1 oraz

T (n) =
{

!(1) dla n = 1
a · T ( n

b
) + O(n) dla n > 1

Wówczas:

1. Je&li a < b, to T (n) = O(n).
2. Je&li a = b, to T (n) = O(n log n).
3. Je&li a > b, to T (n) = O(nlogb a).
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Zasada dziel i zwyci&’aj
Przyk#ad: najmniejszy i najwi!kszy element

↭ dla danej n-elementowej tablicy liczb ca!kowitych chcemy
znale#& jej element najmniejszy i najwi’kszy

↭ wykonuj)c n ↓ 1 porówna" mo(na znale#& element
najmniejszy:
min = t[0];
for(int i = 1; i < n; i++)

if(t[i] < min)
min = t[i];

↭ analogicznie wykonuj)c n ↓ 1 porówna" mo(na znale#&
element najwi’kszy

↭ zatem wykonuj)c 2 · n ↓ 2 porówna" mo(na znale#& element
najmniejszy i najwi’kszy

↭ poka(emy jak stosuj)c zasad’ dziel i zwyci’(aj znale#&
element najmniejszy i najwi’kszy mniejsz) liczb) porówna"
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Zasada dziel i zwyci&’aj
Przyk#ad: najmniejszy i najwi!kszy element

void min_max (int n, int t[n], int* min , int* max) {
if(n == 1)

*min = *max = t[0];
else if(n == 2)

if(t[0] < t[1]) {
*min = t[0]; *max = t[1];

}
else {

*min = t[1]; *max = t[0];
}

else {
int n2 = n / 2;
int min1 , min2 , max1 , max2;
min_max (n2 , t, &min1 , &max1);
min_max (n-n2 , t+n2 , &min2 , &max2);
*min = (min1 < min2) ? min1 : min2;
*max = (max1 > max2) ? max1 : max2;

}
}
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Zasada dziel i zwyci&’aj
Przyk#ad: najmniejszy i najwi!kszy element

↭ niech C(n) b’dzie liczb) porówna" wykonywanych w funkcji
min_max dla n-elementowej tablicy:

C(n) =






0 dla n = 1
1 dla n = 2
2 · C(n

2 ) + 2 dla n > 2

↭ !atwo sprawdzi&12, (e dla n b’d)cych pot’gami liczby 2,
rozwi)zaniem powy(ej definicji rekurencyjnej jest funkcja:

C(n) = 3
2 · n ↓ 2

↭ jak wida& funkcja min_max wykonuje o 25% mniej porówna"
ni( metoda naiwna

12C(n) = 2 · C( n

2 ) + 2 = 2 · ( 3
2 · n

2 → 2) + 2 = 6
4 · n → 4 + 2 = 3

2 · n → 2.
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Zasada dziel i zwyci&’aj
Przyk#ad: sortowanie przez scalanie

↭ sortowanie przez scalanie dzia!a zgodnie z zasad) dziel i
zwyci’(aj

↭ tablic’ jednoelementow) uznaje za posortowan)
↭ tablic’ co najmniej dwuelementow) dzieli na dwie po!ówki
↭ nast’pnie rekurencyjnie sortuje ka(d) z po!ówek
↭ na koniec scala dwie posortowane po!ówki tablicy w

posortowan) ca!o%&
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Zasada dziel i zwyci&’aj
Przyk#ad: sortowanie przez scalanie

SORTOWANIE (n/2) SORTOWANIE(n/2)

SCALENIE (n)

SO
RT

OW
AN

IE
 (n

)

≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤
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Zasada dziel i zwyci&’aj
Przyk#ad: sortowanie przez scalanie

↭ rekurencyjna procedura sortowania przez scalanie zapewnia
odpowiedni podzia! tablicy i kolejno%& scalania coraz to
d!u(szych fragmentów:

SCALENIE SCALENIE SCALENIE SCALENIE SCALENIE SCALENIE SCALENIE SCALENIE

SCALENIE SCALENIE SCALENIE SCALENIE

SCALENIE SCALENIE

SCALENIE

123456789 10 11 12 13 14 15 16

8 9 107 6 11 125 134 3 14 152 1 16

7 8 9 10 5 6 11 12 3 4 13 14 21 15 16

5 6 7 8 9 10 11 12 1 2 3 4 13 14 15 16

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
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Zasada dziel i zwyci&’aj
Przyk#ad: sortowanie przez scalanie

↭ scalenie dwóch kawa!ków tablicy:

void scal(int n, int tab[n], int robocza [n],
int pierwszy , int srodek , int ostatni ) {

int i = pierwszy , j = srodek + 1, k = pierwszy ;
while(k <= ostatni ) {

if(i <= srodek && j <= ostatni )
if(tab[i] <= tab[j])

robocza [k++] = tab[i++];
else

robocza [k++] = tab[j++];
else

if(i <= srodek )
robocza [k++] = tab[i++];

else

robocza [k++] = tab[j++];
}
for(int i = pierwszy ; i <= ostatni ; i++)

tab[i] = robocza [i];
}
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Zasada dziel i zwyci&’aj
Przyk#ad: sortowanie przez scalanie

↭ sortowanie przez scalanie:

void reksort (int n, int tab[n], int robocza [n],
int pierwszy , int ostatni ) {

if( pierwszy < ostatni ) {
int srodek = pierwszy + ( ostatni - pierwszy ) / 2;
reksort (n, tab , robocza , pierwszy , srodek );
reksort (n, tab , robocza , srodek + 1, ostatni );
scal(n, tab , robocza , pierwszy , srodek , ostatni );

}
}

void mergesort (int n, int tab[n]) {
int robocza [n];
reksort (n, tab , robocza , 0, n - 1);

}
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Zasada dziel i zwyci&’aj
Przyk#ad: sortowanie przez scalanie

Twierdzenie
Funkcja mergesort dla n-elementowej tablicy wykonuje O(n log n)
porówna’ i podstawie’.

Dowód.
Niech C(n) oznacza liczb’ porówna" i podstawie" wykonywanych
przez funkcj’ mergesort. Podzia! na dwie po!ówki tablicy odbywa
si’ w czasie sta!ym a scalenie w czasie liniowym O(n). Za!ó(my, (e
n jest pot’g) liczby 2. Wówczas:

C(n) =
{

0 gdy n = 1
2 · C(n

2 ) + O(n) gdy n > 1

Z twierdzenia o rekurencji uniwersalnej C(n) = O(n log n).
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Zasada dziel i zwyci&’aj
Przyk#ad: operacje na du$ych liczbach

↭ zanim omówimy algorytm szybkiego mno(enia najpierw
przedstawimy „r’czne” wyliczanie sumy i iloczynu du(ych liczb

↭ liczby b’dziemy przechowywa& w postaci tablic, których
elementami s) cyfry liczby:
N : constant Integer := 100;
type Liczba is array (0 .. N -1) of Natural ;
type Duza_Liczba is array (0 .. 2*N -1) of Natural ;
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Zasada dziel i zwyci&’aj
Przyk#ad: operacje na du$ych liczbach

↭ dodawanie liczb:

procedure Suma (A, B : Liczba ; C : out Liczba ) is

Przeniesienie : Natural := 0;
Sum : Natural ;

begin

for I in C’ Range loop

Sum := Przeniesienie + A(I) + B(I);
C(I) := Sum rem 10;
Przeniesienie := Sum / 10;

end loop;
end Suma;

↭ powy(sze dodawanie dwóch n-cyfrowych liczba ma z!o(ono%&
O(n)
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Zasada dziel i zwyci&’aj
Przyk#ad: operacje na du$ych liczbach

↭ iloczyn liczb:

procedure Iloczyn (A, B : Liczba ;
C : out Dluga_Liczba ) is

Przeniesienie : Natural ;
Sum : Natural ;

begin

C := ( others => 0);
for J in B’ Range loop

Przeniesienie := 0;
for I in A’Range loop

Sum := Przeniesienie + C(I+J) + A(I) * B(J);
C (I+J) := Sum rem 10;
Przeniesienie := Sum / 10;

end loop;
end loop;

end Iloczyn ;

↭ powy(sze mno(enie dwóch n-cyfrowych liczba ma z!o(ono%&
O(n2) © 2024-26 Przemys!aw Kobyla"ski

Zasada dziel i zwyci&’aj
Przyk#ad: operacje na du$ych liczbach

Licznik : Liczba := ( others => 0);
Temp : Liczba ;
Silnia : Liczba := (1, others => 0);
Wynik : Dluga_Liczba ;
M : Integer ;

...
Get (M);
for I in 1 .. M loop

Suma (Licznik , (1, others => 0), Temp);
Licznik := Temp;
Iloczyn (Silnia , Licznik , Wynik);
Silnia := Liczba (Wynik (Silnia ’Range));

end loop;
for I in reverse Silnia ’Range loop

Put ( Silnia (I), Width => 1);
end loop;

$ alr run

70

197857166996989179607278372168909873645893814254642585755536286462800958278984

5319680000000000000000
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Zasada dziel i zwyci&’aj
Przyk#ad: operacje na du$ych liczbach

↭ dzia!anie procedury Suma i Iloczyn mo(na w prosty sposób
przyspieszy& jednak nie obni(aj)c ich odpowiednio liniowej i
kwadratowej z!o(ono%ci

↭ dla ka(dej tablicy mo(na pami’ta& ile cyfr w tablicy jest
znacz)cych

↭ wówczas p’tle b’d) wykonywa& si’ po znacz)cych cyfrach z
pomini’ciem zer wype!niaj)cych tablic’

↭ mo(na zmieni& podstaw’ systemu liczbowego z 10 na 10000
pami’taj)c by drukuj)c cyfr’ w uzupe!nia& j) z lewej strony
zerami do d!ugo%ci czterech cyfr
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Zasada dziel i zwyci&’aj
Przyk#ad: algorytm szybkiego mno$enia Karacuby

↭ przedstawimy teraz szybki algorytm mno(enia du(ych liczb
opracowany przez Anatolija Karacub’ w roku 1962

↭ za!ó(my, (e chcemy przemno(y& dwie du(e liczby x i y

zapisane w systemie dziesi’tnym
↭ za!ó(my, (e obie liczby maj) m = 2n cyfr (je%li nie, to

uzupe!niamy z lewej strony zerami), wówczas

x = 10m
x1 + x2, y = 10m

y1 + y2,

gdzie x1, x2, y1, y2 s) m-cyfrowymi liczbami
↭ wtedy

x · y = 102m
x1y1 + 10m(x1y2 + x2y1) + x2yy

↭ musimy umie& szybko wyliczy& liczby x1y1, x1y2 + x2y1 i x2y2
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Zasada dziel i zwyci&’aj
Przyk#ad: algorytm szybkiego mno$enia Karacuby

↭ Karacuba zauwa(y!, (e liczby x1y1, x1y2 + x2y1 i x2y2 mo(na
wyliczy& wykonuj)c trzy zamiast cztery mno(enia

↭ niech A = x1y1, B = x2y2, C = (x1 + x2)(y1 + y2)
↭ liczb’ x1y2 + x2y1 mo(na wyliczy& jednym dodawaniem i

jednym odejmowaniem:

C↓(A+B) = x1y1+x1y2+x2y1+x2y2↓x1y1↓x2y2 = x1y2+x2y1

↭ ten sam trik mo(na zastosowa& rekurencyjnie do mno(enia
liczb m-cyfrowych
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Zasada dziel i zwyci&’aj
Przyk#ad: algorytm szybkiego mno$enia Karacuby

↭ niech T (n) oznacza czas potrzebny na przemno(enie dwóch
liczb n-cyfrowych metod) Karacuby:

T (n) = 3 · T (n/2) + O(n)

Twierdzenie
Algorytm Karacuby dzia!a w czasie O(nlog2 3).

Dowód.
Z twierdzenia o rekurencji uniwersalnej.
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Zasada dziel i zwyci&’aj
Przyk#ad: algorytm szybkiego mno$enia Karacuby

↭ z tego, (e log2 3 ⇐ 1.585 wynika, (e n
log2 3 ∀ n

2, czyli
algorytm Karacuby jest szybszy ni( „r’czne” mno(enie w
czasie O(n2)

↭ najszybszy znany algorytm mno(enia dwóch d!ugich liczb, to
algorytm Schönhagena-Strassena z roku 1972

↭ dzia!a on w czasie O(n log n log log n)
↭ wykorzystuje zaawansowane narz’dzia matematyczne jak

szybka transformacja Fouriera (FFT)
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WYK!AD 14.
Przegl)d z nawrotami
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Przegl)d z nawrotami
Sformu#owanie problemu

↭ dany jest niepusty i sko"czony zbiór D nazywany dziedzin)
↭ niech ” = D

n b’dzie przestrzeni) rozwi)za(
↭ na zbiorze rozwi)za" okre%lona jest funkcja

C : ” ▽⇑ {true, false}
↭ logiczny warunek C nazywa& b’dziemy ograniczeniami
↭ ograniczenia wyznaczaj) zbiór rozwi)za( dopuszczalnych:

S = {∃x0, x1, . . . , xn→1¬ ↔ ” : C(x0, x1, . . . , xn→1)}

Definicja (Problem spe!nienia ogranicze#)
Problem polega na znalezieniu jednego lub wszystkich elementów

zbioru rozwi"za’ dopuszczalnych S.
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Przegl)d z nawrotami
Drzewo poszukiwa%

↭ przyk!ad dla n = 3, D = {1, 2, 3} i ograniczenia x0 + x1 = x2:

x0=1 x 0
=2

x0=3

x 1=
1

x 1
=2

x
1 =3 x 1=

1

x 1
=2

x
1 =3 x 1

=1 x
1 =2

x
1 =3

x 2
=1

x 2
=2

x
2 =3 x 2

=1
x 2
=2

x
2 =3 x 2

=1
x 2
=2

x
2 =3 x 2

=1
x 2
=2

x
2 =3 x 2

=1
x 2
=2

x
2 =3

x 2
=1

x 2
=2

x
2 =3 x 2

=1
x 2
=2

x
2 =3 x 2

=1
x 2
=2

x
2 =3 x 2

=1
x 2
=2

x
2 =3

↭ czarnym kolorem oznaczono li%cie odpowiadaj)ce
rozwi)zaniom spe!niaj)cym ograniczenie x0 + x1 = x2
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Przegl)d z nawrotami
Pe#en przegl)d

↭ poni(szy program w C znajduje rozwi)zania dopuszczalne
wykonuj)c pe%en przegl)d:
# include <stdio.h>
int main(void) {

int x[3];
for(x[0] = 1; x[0] <= 3; x [0]++)

for(x[1] = 1; x[1] <= 3; x [1]++)
for(x[2] = 1; x[2] <= 3; x [2]++)

if(x[0] + x[1] == x[2])
printf ("%d %d %d\n", x[0], x[1], x[2]);

return 0;
}

↭ dla n = 3 program zawiera trzy zagnie(d(one w sobie p’tle
↭ ka(da p’tla przebiega ca!a dziedzin’ warto%ci
↭ a gdyby n by!o zadanym parametrem?
↭ nale(y u(y& rekurencj’
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Przegl)d z nawrotami
Pe#en przegl)d

↭ niech C(n, x) sprawdza czy warto%ci x[0], ..., x[n-1]
spe!niaj) ograniczenie

↭ niech PRINT(n, x) drukuje znalezione rozwi)zanie
↭ pe!en przegl)d dla D = {1, 2, . . . , k} i ” = D

n:
void pe# en_przegl "d(int i, int k, int n, int x[n])
// ustalenie warto%ci x[i], x[i+1], ... , x[n -1]
{

if(i == n)
if(C(n, x))

PRINT(n, x);
else

for(x[i] = 1; x[i] <= k; x[i]++)
pe# en_przegl "d(i+1, k, n, x);

}
...

int n, k;
...

int x[n];
...

pe# en_przegl "d(0, k, n, x);
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Przegl)d z nawrotami
Pe#en przegl)d

↭ rekurencja umo(liwia dowolne zag!’bianie p’tli:
pełen_przegląd(i, k, n, x)

for(x[i] = 1; x[i] <= k; x[i]++)

pełen_przegląd(i+1, k, n, x)

pełen_przegląd(0, k, 3, x)

for(x[0] = 1; x[0] <= k; x[0]++)

pełen_przegląd(1, k, 3, x)

for(x[1] = 1; x[1] <= k; x[1]++)

pełen_przegląd(2, k, 3, x)

for(x[2] = 1; x[2] <= k; x[2]++)

pełen_przegląd(3, k, 3, x)

if( C(3, x) )
        PRINT(3, x)
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Przegl)d z nawrotami
Pe#en przegl)d

↭ funkcja pe!en_przegl"d(i, k, n, x) dzia!a bardzo
nieefektywnie

↭ najpierw generuje ca!) zawarto%& tablicy x[n] a dopiero na
ko"cu sprawdza czy jej elementy spe!niaj) ograniczenie

↭ takie poszukiwanie rozwi)zania nazywa si’ generowaniem i
testowaniem

Start StopGeneruj x Wygenerowane?

Testuj x

Czy x ∈ S?

Drukuj x

Tak

Tak

Nie

Nie
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Przegl)d z nawrotami
Pe#en przegl)d

↭ przyk!ad: generowanie ci)gów n-bitowych w C:
# include <stdio.h>
void bity(int i, int n, int b[n]) {

if(i == n) {
for(int j = 0; j < n; j++)

printf ("%d", b[j]);
printf ("\n");

}
else

for(b[i] = 0; b[i] < 2; b[i]++)
bity(i + 1, n, b);

}

int main(void) {
int n;
scanf ("%d", &n);
int b[n];
bity (0, n, b);
return 0;
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Przegl)d z nawrotami
Pe#en przegl)d

↭ przyk!ad: generowanie ci)gów n-bitowych w Pythonie z
u(yciem wspó!programów:

def bit ():
yield 0
yield 1

def bity(n):
if n == 0:

yield []
else:

for x in bity(n - 1):
for y in bit ():

yield x + [y] # konkatenacja

n = int( input ())
for x in bity(n):

print(x)
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Przegl)d z nawrotami
Pe#en przegl)d

↭ przyk!ad: generowanie ci)gów n-bitowych w Adzie:

type Wektor is array ( Integer range <>) of Integer ;
procedure Bity (I : Integer ; B : in out Wektor ) is

begin

if I > B’Last then

for X of B loop

Put (X’Image );
end loop;
New_Line ;

else

for X in 0 .. 1 loop

B(I) := X;
Bity (I + 1, B);

end loop;
end if;

end Bity;
T : Wektor (-2 .. 1); -- T(-2) , T(-1), T(0) , T(1)

...
Bity (T’First , T); -- wydrukuje 16 ci#gów © 2024-26 Przemys!aw Kobyla"ski

Przegl)d z nawrotami
Cz!"ciowy przegl)d

↭ niech warunek MO&LIWE(i, x), dla i ≃ n, jest spe!niony gdy
istniej) takie warto%ci x[i], x[i+2], ..., x[n-1], (e
zachodzi warunek C(x[0], x[1], ..., x[n-1])

↭ zatem warunek MO&LIWE ocenia w’ze! drzewa poszukiwa" i
przewiduje czy w poddrzewie zakorzenionym w tym w’#le
znajduje si’ li%& z rozwi)zaniem dopuszczalnym

↭ inaczej mówi)c, sprawdza czy cz’%ciowe rozwi)zanie x[0],
x[1], ..., x[i-1] mo(na rozszerzy& do pe!nego
rozwi)zania dopuszczalnego x[0], x[1], ..., x[n-1]

↭ warunek MO&LIWE udziela niepewnej odpowiedzi, tj. gdy jest
spe!niony, to mo&e da si’ rozszerzy& cz’%ciowe rozwi)zanie do
dopuszczalnego a w przeciwnym przypadku, na pewno si’ nie
da rozszerzy&

↭ zak!adamy, (e dla pe!nego rozwi)zania warunek MO&LIWE
si’ nie myli:

MO+LIWE(n, x) ⇓ C(x)
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Przegl)d z nawrotami
Cz!"ciowy przegl)d

↭ cz’%ciowy przegl)d z wykorzystaniem warunku MO&LIWE:
1 void cz%& ciowy_przegl "d(int i, int k, int n, x[n])
2 {
3 if(i == n)
4 PRINT(n, x);
5 else

6 for(x[i] = 1; x[i] <= k; x[i]++)
7 if(MO)LIWE(i + 1, x))
8 cz%& ciowy_przegl "d(i + 1, k, n, x);
9 }

↭ je%li cz’%ciowe rozwi)zanie w wierszu 7. nie spe!nia warunku
MO&LIWE, to nie próbuje si’ rozszerzy& go do pe!nego
rozwi)zania

↭ zostaje zatem odci"te ca!e poddrzewo poszukiwa"
zakorzenione w bie()cym w’#le
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Przegl)d z nawrotami
Cz!"ciowy przegl)d

↭ najcz’%ciej trudno jest poda& warunek MO&LIWE, który w
miar’ rozs)dnie ocenia w’ze! bez przegl)du ca!ego drzewa w
nim zakorzenionego

↭ sprawdzenie tego warunku to troch’ jak przewidywanie
przysz!o%ci (ocena rozwi)zania przy nie znanych wszystkich
jego sk!adowych)

↭ du(o !atwiej jest zdefiniowa& warunek NIEMO&LIWE(i, x),
który jest spe!niony gdy cz’%ciowe rozwi)zanie x[0], x[1],
..., x[i-1] narusza ograniczenia i na pewno nie mo(e
by& rozszerzone do pe!nego rozwi)zania dopuszczalnego

↭ sprawdzanie warunku analizuje jedynie ustalone warto%ci
sk!adaj)ce si’ na cz’%ciowe rozwi)zanie

↭ wówczas za warunek MO&LIWE(i, x) mo(na
przyj)& negacj’ warunku NIEMO&LIWE(i, x)
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Przegl)d z nawrotami
Cz!"ciowy przegl)d

↭ cz’%ciowy przegl)d z wykorzystaniem warunku NIEMO&LIWE:
1 void cz%& ciowy_przegl "d(int i, int k, int n, x[n])
2 {
3 if(i == n)
4 PRINT(n, x);
5 else

6 for(x[i] = 1; x[i] <= k; x[i]++)
7 if(! NIEMO)LIWE(i + 1, x))
8 cz%& ciowy_przegl "d(i + 1, k, n, x);
9 }

↭ je%li cz’%ciowe rozwi)zanie w wierszu 7. nie narusza
ograniczenia, to próbuje si’ rozszerzy& go do pe!nego
rozwi)zania

↭ gdy cz’%ciowe rozwi)zanie spe!nia warunek NIEMO&LIWE, to
zostaje odci"te ca!e poddrzewo poszukiwa" zakorzenione w
bie()cym w’#le
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Przegl)d z nawrotami
Cz!"ciowy przegl)d

↭ przyk!ad: generowanie kombinacji n z k w C:

void kombinacje (int i, int k, int n, int x[n]) {
if(i == n) {

for(int j = 0; j < n; j++)
printf ("%d ", x[j]);

printf ("\n");
}
else

for(x[i] = (i ==0?1: x[i -1]+1) ; x[i] <= k; x[i]++)
if(n - 1 - i <= k - x[i])

kombinacje (i + 1, k, n, x);
}

↭ wyra(enie i==0?1:x[i-1]+1 gwarantuje, (e warto%ci
wpisywane w tablic’ x s) rosn)ce

↭ warunek n-1-i <= k-x[i] sprawdza czy pozosta!ych
k-x[i] warto%ci wystarczy do wype!nienia x[i+1], x[i+2],
..., x[n-1]

© 2024-26 Przemys!aw Kobyla"ski

Przegl)d z nawrotami
Cz!"ciowy przegl)d

↭ drzewo poszukiwa" dla kombinacji 3 z 5 ma 125 li%ci:
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Przegl)d z nawrotami
Problem n-hetmanów

Definicja (Problem n-hetmanów)
Ustawi% n hetmanów na szachownicy n ∅ n tak aby #adne dwa nie

bi!y si$.
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Przegl)d z nawrotami
Problem n-hetmanów

↭ dziedzina D = {1, 2, . . . , n}
↭ przestrze" rozwi)za" ” = D

n

↭ krotka ∃p1, p2, . . . , pn¬ ↔ ” opisuje rozwi)zanie, w którym
hetman stoj)cy w i-tej kolumnie znajduje si’ w pi -tym wierszu

↭ ograniczenia C1 ⇒ C2 ⇒ C3:
↭ C1 ⇓ (adne dwa hetmany nie bij) si’ w pionie
↭ C2 ⇓ (adne dwa hetmany nie bij) si’ w poziomie
↭ C3 ⇓ (adne dwa hetmany nie bij) si’ po ukosie

↭ reprezentacja rozwi)zania gwarantuje spe!nienie C1
↭ aby spe!ni& C2 musi dla dowolnych 1 ≃ j < k ≃ n zachodzi&

pj →= pk , zatem krotka jest permutacj)
↭ aby spe!ni& C3 musi dla dowolnych 1 ≃ j < k ≃ n zachodzi&

|pk ↓ pj | →= k ↓ j
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Przegl)d z nawrotami
Problem n-hetmanów

J KdistH = K - J

P(J)

P(K)
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|
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Przegl)d z nawrotami
Problem n-hetmanów

↭ program w j’zyku Ada
↭ procedura drukuj)ca lini’ poziom):

procedure Linia (N : Integer ) is

begin

for I in 1 .. N loop

Put ("+----");
end loop;
Put_Line ("+");

end Linia;

© 2024-26 Przemys!aw Kobyla"ski

Przegl)d z nawrotami
Problem n-hetmanów

↭ procedura drukuj)ca jeden wiersz planszy:

procedure Wiersz (M, N, K : Integer ) is

begin

for J in 1 .. 2 loop

for I in M .. K - 1 loop

Put ("| ");
end loop;
Put ("|####");
for I in K + 1 .. N loop

Put ("| ");
end loop;
Put_Line ("|");

end loop;
end Wiersz ;
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Przegl)d z nawrotami
Problem n-hetmanów

↭ deklaracja typu i drukowanie planszy obróconej o 90⇒:

type Permutacja is

array ( Integer range <>) of Integer ;

procedure Drukuj (P : Permutacja ) is

begin

New_Line ;
for K of P loop

Linia (P’ Length );
Wiersz (P’First , P’Last , K);

end loop;
Linia (P’ Length );
New_Line ;

end Drukuj ;
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Przegl)d z nawrotami
Problem n-hetmanów

procedure Rozmie &’(K: Integer ; P:in out Permutacja ) is

J : Integer ;
begin

if K > P’Last then

Drukuj (P);
else

for I in P’Range loop

if (for all J in P’ First ..K-1 => P(J)/=I) then

J := P’First ;
while J<K and then abs(I-P(J)) /= K-J loop

J := J + 1;
end loop;
if J = K then

P(K) := I;
Rozmie &’ (K + 1, P);

end if;
end if;

end loop;
end if;

end Rozmie &’;
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Przegl)d z nawrotami
Problem n-hetmanów

↭ deklaracja tablicy i wywo!anie wstawiania hetmanów:

T : Permutacja (1 .. 8);
...
Rozmie &’ (T’First , T);

↭ dla n = 8 przestrze" rozwi)za" ma 88 = 16 777 216 elementów
↭ tylko 92 rozwi)zania s) dopuszczalne
↭ w%ród rozwi)za" dopuszczalnych mo(na wskaza& 12, z których

wszystkie pozosta!e otrzymuje si’ przez obroty i symetrie
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Przegl)d z nawrotami
Problem n-hetmanów

↭ pierwsze z 92 rozwi)za" problemu 8-hetmanów:
+----+----+----+----+----+----+----+----+

|####| | | | | | | |

|####| | | | | | | |

+----+----+----+----+----+----+----+----+

| | | | |####| | | |

| | | | |####| | | |

+----+----+----+----+----+----+----+----+

| | | | | | | |####|

| | | | | | | |####|

+----+----+----+----+----+----+----+----+

| | | | | |####| | |

| | | | | |####| | |

+----+----+----+----+----+----+----+----+

| | |####| | | | | |

| | |####| | | | | |

+----+----+----+----+----+----+----+----+

| | | | | | |####| |

| | | | | | |####| |

+----+----+----+----+----+----+----+----+

| |####| | | | | | |

| |####| | | | | | |

+----+----+----+----+----+----+----+----+

| | | |####| | | | |

| | | |####| | | | |

+----+----+----+----+----+----+----+----+
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Przegl)d z nawrotami
Problem n-hetmanów

↭ funkcje w Pythonie generuj)ce rozwi)zania:

def bezpieczny (j, p):
for k in range(len(p)):

if abs(j - p[k]) == k + 1:
return False

return True

def rozmie &’(i, n):
if i == n:

yield []
else:

for p in rozmies ’(i + 1, n):
for j in range (1, n + 1):

if not j in p: # ograniczenie C2
if bezpieczny (j, p): # ograniczenie C3

yield [j] + p
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Przegl)d z nawrotami
Problem n-hetmanów

↭ wywo!anie generatora rozwi)za":
def hetmany (n):

c = 0
for x in rozmie &’(0, n):

c = c + 1
print (c, x)

n = int( input ())
hetmany (n)

$ python3 hetmany.py

5

1 [4, 2, 5, 3, 1]

2 [3, 5, 2, 4, 1]

3 [5, 3, 1, 4, 2]

4 [4, 1, 3, 5, 2]

5 [5, 2, 4, 1, 3]

6 [1, 4, 2, 5, 3]

7 [2, 5, 3, 1, 4]

8 [1, 3, 5, 2, 4]

9 [3, 1, 4, 2, 5]

10 [2, 4, 1, 3, 5]
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Przegl)d z nawrotami
Problem skoczka szachowego

Definicja (Problem skoczka szachowego)
Przejd( plansz$ szachow" ruchem skoczka szachowego odwiedzaj"c

ka#de jej pole dok!adnie jeden raz.
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Przegl)d z nawrotami
Problem skoczka szachowego

↭ skoczek z pozycji (X, Y) mo(e przej%& na pozycj’ (X1, Y1),
przy czym dopuszczalne przej%cia zamieszczono w tabeli
poni(ej:

DX DY X1 Y1
↓2 ↓1 X ↓ 2 Y ↓ 1
↓2 +1 X ↓ 2 Y + 1
↓1 ↓2 X ↓ 1 Y ↓ 2
↓1 +2 X ↓ 1 Y + 2
+1 ↓2 X + 1 Y ↓ 2
+1 +2 X + 1 Y + 2
+2 ↓1 X + 2 Y ↓ 1
+2 +1 X + 2 Y + 1

↭ dopuszczalne przesuni’cia DX i DY s) z zakresu -2 .. 2 i
spe!niaj) równanie abs(DX) + abs(DY) = 3
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Przegl)d z nawrotami
Problem skoczka szachowego

↭ rozwi)zanie reprezentowa& b’dziemy w Adzie w postaci
dwuwymiarowej tablicy o warto%ciach ca!kowitych
type Plansza is

array ( Integer range <>, Integer range <>) of

Natural ;

↭ pocz)tkowo wszystkie elementy tablicy s) równe 0
↭ poruszaj)c si’ po planszy b’dziemy w elementach tablicy,

odpowiadaj)cych odwiedzanym kolejno polom szachownicy,
wpisywa& kolejne liczby 1, 2, 3, . . .

↭ zanim wpisze si’ kolejn) liczb’ do elementu tablicy sprawdza
si’ czy jest tam 0, co oznacza, (e to pole nie by!o jeszcze
odwiedzone

↭ w przypadku wybrania z!ej drogi nie uda si’ obej%& wszystkich
pól planszy, w takiej sytuacji nast’puje nawrót

↭ wykonuj)c nawrót trzeba usun)& zapisan) liczb’, wróci& na
poprzednio odwiedzone pole i wybra& kolejne dopuszczalne
przej%cie spo%ród o%miu mo(liwych © 2024-26 Przemys!aw Kobyla"ski
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Problem skoczka szachowego

function Przejd& (X, Y, N : Integer; P : in out Plansza) return Boolean is

X1, Y1 : Integer;

begin

P (X, Y) := N;

if N = P’Length (1) * P’Length (2) then

return True;

end if;

for DX in -2 .. 2 loop

for DY in -2 .. 2 loop

if abs (DX) + abs (DY) = 3 then

X1 := X + DX;

Y1 := Y + DY;

if X1 in P’Range (1) and then Y1 in P’Range (2) and then

P (X1, Y1) = 0 and then Przejd& (X1, Y1, N + 1, P)

then

return True;

end if;

end if;

end loop;

end loop;

P (X, Y) := 0;

return False;

end Przejd&;

© 2024-26 Przemys!aw Kobyla"ski

Przegl)d z nawrotami
Problem skoczka szachowego

↭ deklaracja tablicy i wywo!anie poszukiwania rozwi)zania:

P : Plansza (1 .. 8, 1 .. 8) :=
( others => ( others => 0));

...
if Przejd $ (P’First (1) , P’First (2) , 1, P) then

for I in P’Range (1) loop

for J in P’ Range (2) loop

Put (P (I, J), Width => 3);
end loop;
New_Line ;

end loop;
else

Put_Line ("brak rozwi" zania");
end if;
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Przegl)d z nawrotami
Problem skoczka szachowego

↭ znalezione rozwi)zanie:

$ alr run
1 12 9 6 3 14 17 20

10 7 2 13 18 21 4 15
31 28 11 8 5 16 19 22
64 25 32 29 36 23 48 45
33 30 27 24 49 46 37 58
26 63 52 35 40 57 44 47
53 34 61 50 55 42 59 38
62 51 54 41 60 39 56 43
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Przegl)d z nawrotami
Problem skoczka szachowego

↭ przedstawiona funkcja Przejd’ poszukuje rozwi)zania dla
dowolnych prostok)tnych plansz rozmiaru m ∅ n

↭ plansze wi’kszego rozmiaru ni( 8 ∅ 8 wymagaj) jednak
d!ugiego czasu poszukiwania

↭ czas ten mo(na w istotnym stopniu zmniejszy& rozpoczynaj)c
od rogu planszy i stosuj)c odpowiedni) heurystyk" wyboru
kolejno%ci sprawdzanych kierunków ruchu

↭ jedna z takich heurystyk jest nast’puj)ca:
Dla ka#dego z pól na jakie mo#esz przej&% oblicz ile

jest dopuszczalnych sposobów jego opuszczenia. Wybieraj

kierunki ruchu w rosn"cej kolejno&ci wyliczonych warto&ci.

↭ powy(sza heurystyka b’dzie stara!a si’ obchodzi& pola planszy
pocz)wszy od brzegu ku %rodkowi
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Przegl)d z nawrotami
Programowanie ogranicze%

↭ jedn) z metodologii programowania jest programowanie
deklaratywne

↭ program jest opisem problemu
↭ do przyspieszenia poszukiwania rozwi)zania problemu

opracowano programowanie ogranicze(
↭ definiuje si’ w nim dziedzin’ warto%ci jakie

mog) przyjmowa& zmienne
↭ wyra(a si’ w nim ograniczenia jakie warto%ci te musz) spe!nia&
↭ dostarcza ono wiele heurystyk jak przegl)da& drzewo

poszukiwa" aby przyspieszy& poszukiwania
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Przegl)d z nawrotami
Programowanie ogranicze%

↭ wybrane narz’dzia dostarczaj)ce programowanie ogranicze":

narz"dzie j"zyk programowania
IBM ILOG Solver C++

JaCoP Java
B-Prolog Prolog

Ciao Prolog Prolog
ECLiPSe Prolog

GNU-Prolog Prolog
IF/Prolog Prolog

SICStus Prolog Prolog
SWI-Prolog Prolog

Yap Prolog
Emma Python

python-constraint Python
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Przegl)d z nawrotami
Programowanie ogranicze%

↭ przyk!ad w j’zyku Prolog13:
permutacj) n-elementow) jest lista d!ugo%ci n, z!o(ona z liczb z
zakresu od 1 do n, której elementy s) parami ró(ne
:- use_module ( library (clpfd )).
permutacja1 (N, X) :- length (X, N), X ins 1..N,
/* gen and test */ label(X), all_different (X).
permutacja2 (N, X) :- length (X, N), X ins 1..N,
/* constr and gen */ all_different (X), label(X).

?- time(permutacja1(10, X)).

% 14,172,372,581 inferences, 357.286 CPU in 357.642 seconds (100% CPU, 39666714 Lips)

X = [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9|...] .

?- time(permutacja2(10, X)).

% 3,189 inferences, 0.001 CPU in 0.001 seconds (96% CPU, 3060461 Lips)

X = [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9|...] .

↭ zmiana kolejno%ci warunków label i all_different
przyspieszy!o poszukiwania ponad 4 miliony razy

13Wersja SWI-Prolog https://www.swi-prolog.org.
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𝕱𝖎𝖓𝖎𝖘 𝖈𝖔𝖗𝖔𝖓𝖆𝖙 𝖔𝖕𝖚𝖘
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Co dalej?
↭ j’zyki programowania obiektowego poznasz na obowi)zkowym

kursie Kurs programowania (II semestr)
↭ z j’zykiem C spotkasz si’ na obowi)zkowym kursie Systemy

operacyjne (III semestr)
↭ transformacj’ Fouriera poznasz na kursie Statystyka i

analiza danych (IV semestr)
↭ o algorytmice b’dziesz si’ uczy! na obowi)zkowym kursie

Algorytmy i struktury danych (IV semestr) oraz kursach
wybieralnych Algorytmy metaheurystyczne, Algorytmy
optymalizacji dyskretnej, Wyk%ad monograficzny -
algorytmika

↭ o komputerowej reprezentacji liczb i jej wp!ywie na obliczone
wyniki dowiesz si’ na kursie obowi)zkowym Obliczenia
naukowe (V semestr)

↭ z j’zykiem Ada mo(esz si’ spotka& na kursach wybieralnych
Programowanie wspó%bie&ne i Kurs wybranego j"zyka
programowania
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Co dalej?

↭ z j’zykiem SPARK mo(esz spotka& si’ na wybieralnym kursie
Niezawodne systemy informatyczne

↭ z j’zykiem Python mo(esz si’ spotka& na kursie wybieralnym
Metody sztucznej inteligencji

↭ o maszynie Turinga i innych teoretycznych modelach oblicze"
mo(esz dowiedzie& si’ na wybieralnym kursie Teoretyczne
podstawy informatyki

↭ ró(nych paradygmatów programowania mo(esz nauczy& si’ na
wybieralnych kursach J"zyki i paradygmaty
programowania, Programowanie funkcyjne,
Programowanie w Logice, Programowanie wspó%bie&ne

↭ j’zyk Prolog mo(esz spotka& na kursie wybieralnym
Programowanie w logice a programowania ogranicze"
mo(esz nauczy& si’ na studiach drugiego stopnia na kursie
Programowanie ogranicze(


