Algorytmiczna Analiza Danych 2024/2025
Lista cwiczen

Uzywam nastepujacych skrétow:

1. ISL = An Introduction to Statistical Learning autorstwa C. Jamesa i in.

2. ESL = The Elements of Statistical Learning autorstwa T. Hastie i in.

3 .

Cwiczenie 1 — Zatézmy, ze zmienne losowe X i Y sq niezalezne. Udowodnij, ze
(@) E(X + Y)=E(X) +E(Y),
(b) Var (X 4 Y) = Var (X) + Var (Y).

Cwiczenie 2 — Przypomnij, co to jest obciazenie (ang. bias) i wariancja estymatora. Podaj przyktady
estymatoréw obcigzonych i nieobcigzonych.

Cwiczenie 3 — (ESL, str. 223) Zatézmy, ze mamy zbidr treningowy ztozony z punktéw (xi, y1), . . ., (Xa, Yn)-
Zaktadamy, ze istnieje zaleznos¢ y = f(x) + €, gdzie € reprezentuje szum i jest zmienng losowa o zerowej
wartosci oczekiwanej i wariancji 2. Uzywamy zbioru treningoweqo, aby znalez¢ IA[(X) aproksymujaca f(x).
Pokaz, ze mozemy roztozy¢ oczekiwany btad kwadratowy dla nowej wartosci xo jako:

E[(yo - ?(XO))Z] — Bias[f(x0)]” + Var[f(x0)] + o7 .

Na czym polega kompromis miedzy obcigzeniem a wariancjg?

Cwiczenie 4 — (ISL) Dla kazdego z punktéw od (a) do (d), wskaz, czy ogdlnie oczekiwalibysmy, ze mato
,elastyczny” model bedzie lepszy czy gorsza od bardziej ,elastycznego”. Uzasadnij swojg odpowiedz.

(a) Rozmiar préby n jest bardzo duzy, a liczba predyktoréw (and. predictor) p jest mata.
(b) Liczba predyktoréw p jest bardzo duza, a liczba obserwacji n jest mata.

(c) Zaleznos¢ miedzy predyktorami a odpowiedzia (and. response) wykazuje wyraznie nieliniowy cha-
rakter.

(d) Wariancja btedéw, tj. 0° = Var (e), jest bardzo wysoka.

Sformutuj wnioski dotyczace tego, jakie sg zalety i wady bardziej elastycznego modelu, w porédwnaniu z
mniej elastycznym? W jakich okolicznosciach bardziej elastyczny model moze by¢ preferowany? Kiedy
preferowany moze by¢ mniej elastyczny model?

Cwiczenie 5 — Narysuj typowy przebieq krzywej kwadratu obciazenia, wariandji, btedu treningoweqo,
btedu testowego oraz btedu nieusuwalnego na jednym wykresie, gdy przechodzimy od mniej do bardziej
elastycznych modeli. O$ x powinna reprezentowac¢ miare elastycznosci modelu (np. stopiert wielomianu),
a 0s y powinna reprezentowac wartosci dla kazdej z funkcji. Wyjasnij ksztatt kazdej funkcji.

Cwiczenie 6 — Opisz réznice miedzy parametrycznym a nieparametrycznym podejsciem do uczenia sta-
tystycznego. Jakie sa wady i zalety podejscia parametrycznego w poréwnaniu do podejscia nieparame-
trycznego?

Cwiczenie 7 — (ISL) Tabela ponizej przedstawia zbidr treningowy zawierajacy szes¢ obserwacji, trzy
predyktory X1, X2, X3 oraz jedng odpowiedz Y.


https://web.stanford.edu/~hastie/ISLR2/ISLRv2_website.pdf
https://web.stanford.edu/~hastie/ElemStatLearn/
https://en.wikipedia.org/wiki/Bias%E2%80%93variance_tradeoff
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Zatézmy, ze chcemy uzyc¢ tego zbioru danych do przewidzenia wartosci ¥, gdy X1 = X2 = X3 = 0,
korzystajac z metody K najblizszych sasiaddéw.

(a) Oblicz odlegtos¢ euklidesowa miedzy kazdq obserwacjg a punktem testowym X1 = X2 =X3=0.
(b) Jaka jest nasza predykcja dla K = 1?7 Dlaczego?

(c) Jaka jest nasza predykcja dla K = 37 Dlaczego?
)

(d) Jesli granica decyzyjna Bayesa w tym problemie jest silnie nieliniowa, to czy spodziewalibysmy sie,
ze najlepsza wartos¢ K bedzie duza czy mata? Dlaczego?

Cwiczenie 8 — (ISL) Wyjasnij, czy dany scenariusz jest zwiazany z problemem klasyfikacji, czy regresji,
oraz wskaz, czy bardziej interesuje nas wnioskowanie (ang. inference), czy przewidywanie (ang. prediction).
Podaj rozmiar préby n i liczbe predyktoréw p.

(a) Zbieramy dane na temat 500 najwiekszych firm w Polsce. Dla kazdej firmy rejestrujemy zysk,
liczbe pracownikéw, branze i wynagrodzenie prezesa. Interesuje nas, ktére czynniki wptywajg na
wynagrodzenie prezesa.

(b) Rozwazamy wprowadzenie nowego produktu i chcemy wiedzie¢, czy odniesie sukces, czy porazke na
rynku. Zbieramy dane o 20 podobnych produktach, ktére zostaty wczesniej wprowadzone. Dla kaz-
dego produktu zapisalismy, czy odniést sukces, czy porazke, cene tego produktu, cene u bezposredniej
konkurencji oraz budzet marketingowy.

(c) Interesuje nas prognozowanie procentowej zmiany dolara amerykanskiego w stosunku do tygodnio-
wych zmian na $wiatowych rynkach akgji. Zbieramy dane tygodniowe dotyczace roku 2024. Dla
kazdego tygodnia rejestrujemy procentowa zmiane dolara oraz procentowa zmiane na rynku akcji w
USA, Wielkiej Brytanii, Niemczech i Japonii.

Cwiczenie 9 — (ISL) Praktyczne zastosowania uczenia maszynoweqo: dla kazdego z ponizszych punktéw
zaproponuj dwa niesztampowe praktyczne zastosowania. Opisz jakie dane sa potrzebne w wybranych
zastosowaniach, np. jakie cechy (ang. features) moga zosta¢ uzyte jako predyktory, a jakie odpowiedzi,
czy potrzebna jest duza liczba obserwaciji.

(a) Klasyfikacja.
(b) Regresja.

(c) Analiza klastrow.

Cwiczenie 10 — Zatézmy, ze mamy n obserwacji {(x1, 1), ..., (Xo, yn)} U rozwazamy model liniowy
y; = Bo + Bixi + e;. Szacujemy parametry Sy i 81 poprzez minimalizacje sredniego btedu kwadratowego:

n

A A 1 A A
MSE(Bo. Br1) = > (yi— (Bo+ i)

i=1

Pokaz, ze w takim przypadku
s 2l —X)yi—9)

hr= 2 iqbi—x7
o= —Bix
gdzie x = /17 Y laxiig= %ZL y;. Uzasadnij, ze uzyskana linia zawsze przechodzi przez punkt (x, g).
Cwiczenie 11 — Wyprowadz btad systematyczny, wariancje i btad standardowy dla estymatoréw Bo i

B. Zaktadamy, ze y; = By + Bix; +e;, e; ~ N(0,0°) oraz wszystkie e; dla i € {1,...,n} sa
niezalezne.



Cwiczenie 12 — Przypomnij, jak udowodni¢, ze suma dwdéch niezaleznych zmiennych losowych o rozkta-
dzie normalnym ma rozktad normalny.

Cwiczenie 13 — Waujasnij, dlaczeqo z okoto 95% prawdopodobiefistwem przedziat
éq + 24/ Var (éq )

Cwiczenie 14 — Pokaz, ze dla modelu regresji liniowej z k +1 parametrami mozemy uzyska¢ estymatory

zawiera prawdziwg wartos¢ .

ze wzoru X
B=xxX")"'X"g,

gdzie X to macierz danych, a § to wektor odpowiedzi (patrz np. tutaj).

Cwiczenie 15 — Dla RSS =35 (y; — 0> 1 TSS =Y ,(yi — §:)* definiujemy R? jako

Pokaz, ze jesli rozwazymy model Y = By + B1X + €, to mamy
R? = Corr(X, Y)*,
gdzie Corr(X,Y) to wspdtczynnik korelacjt.

Cwiczenie 16 — Przedstaw formute na leverage statistic i postaraj sie podac jej intuicyjne uzasadnienie.

Cwiczenie 17 — Wuyjaénij czym jest t-statystyka i w jaki sposéb mozemy jej uzy¢ w kontekécie regresii
lintowej. Czym jest p-wartos¢?

Cwiczenie 18 — Wuyjaénij czym jest odlegtoé¢ Mahalanobisa i jaki jest jej zwigzek z leverage statistic.

Cwiczenie 19 — Przypomnij, czym jest estymator najwiekszej wiarygodnosci. Przedstaw i wyjasnij wta-
snosci takiego estymatora (w szczegdlnosci zgodnosc i efektywnosc).

Cwiczenie 20 — Zatézmy, ze mamy n obserwacji x1, . . ., x, pochodzacych z rozktadu normalnego zmien-
nej losowej X ~ N(u, %) o nieznanych parametrach y/ i ”. Wyprowadz estymator najwiekszej wiarygod-
nosci dla parametru 1.

Cwiczenie 21 — Rozwazmy n niezaleznych obserwacji x1, x2, . . ., X, ktére pochodza z rozktadu wyktad-
niczego z nieznanym parametrem A. Wyprowadz estymator najwiekszej wiarygodnosci dla parametru A.
Wskaz intuicyjnie, dlaczego ten estymator ma sens.

Cwiczenie 22 — Rozwazmy n niezaleznych obserwadji x1, x, . . ., x,, ktére pochodzg z rozktadu jedno-
stajnego na przedziale [0, 6], gdzie O jest nieznanym parametrem. Wyprowadz estymator najwiekszej
wiarygodnosci dla parametru 6. Wskaz intuicyjnie, dlaczego ten estymator ma sens. Czy ten estymator
jest nieobcigzony?

Cwiczenie 23 — (ISL) Gdy liczba cech p jest duza, zazwyczaj obserwuije sie pogorszenie wynikéw metod
takich jak k-najblizszych sasiadow (KNN) i innych podejs¢, ktore dokonuja prognoz w oparciu jedynie
o obserwacje najblizsze obserwacji testowej, dla ktérej dokonujemy predykcji. Zjawisko to jest znane
jako przekleAstwo wymiarowosci i wigze sie z faktem, ze metody nieparametryczne czesto osiggajg stabe
wyniki, gdy p jest duze. Przeanalizujemy teraz to zjawisko.

a) Przyjmijmy, ze mamy zbiér obserwacji, z ktérych kazda posiada jeden pomiar cechy X (tzn. p = 1).
Zaktadamy, ze X jest jednorodnie roztozony na przedziale [0, 1] Kazdej obserwacji przypisana jest
wartos¢ odpowiedzi. Zatézmy, ze chcemy przewidzie¢ wartos¢ odpowiedzi dla obserwacji testowej,
wykorzystujac jedynie te obserwacje, ktére sa w odlegtosci 10% zakresu X od tej obserwacji testowej.
Na przyktad, aby przewidzie¢ odpowiedz dla obserwacji testowej z X = 0.6, uzyjemy obserwacji z
zakresu [0.55, 0.65]. Jaka cze$¢ dostepnych obserwacji zostanie uzyta do dokonania predykgji?


https://eli.thegreenplace.net/2014/derivation-of-the-normal-equation-for-linear-regression
https://pl.wikipedia.org/wiki/Odleg%C5%82o%C5%9B%C4%87_Mahalanobisa
https://en.wikipedia.org/wiki/Maximum_likelihood_estimation

b) Zatézmy teraz, ze mamy zbidr obserwacji, z ktérych kazda posiada dwa pomiary cech X; i Xy (tzn.
p = 2). Zaktadamy, 7e (X;, X>) sq jednorodnie roztozone na [0, 1)0[0, 1]. Chcemy przewidzie¢ warto$¢
odpowiedzi dla obserwacji testowej, wykorzystujac tylko te obserwacje, ktére sa w odlegtosci 10%
zakresu Xj i w odlegtosci 10% zakresu X, od obserwacji testowej. Na przyktad, aby przewidzie¢
odpowiedz dla obserwacji testowej z X; = 0.6 { X; = 0.35, uzyjemy obserwacji z zakresu [0.55, 0.65]
dla X; i z zakresu [0.3,0.4] dla X,. Jaka czes¢ dostepnych obserwacji zostanie uzyta do dokonania
predykgji?

c) Zatézmy teraz, ze mamy zbiér obserwacji dla p = 100 cech. Ponownie zaktadamy, ze obserwacje
sq jednorodnie roztozone dla kazdej cechy, a kazda cecha przyjmuje wartosci z zakresu od 0 do 1.
Chcemy przewidzie¢ wartos¢ odpowiedzi dla obserwacdji testowej, uzywajac jedynie tych obserwaciji,
ktére sa w odlegtosci 10% zakresu kazdej cechy od obserwaciji testowej. Jaka czes¢ dostepnych
obserwacji zostanie uzyta do dokonania predykgji?

d) Na podstawie odpowiedzi na czesci (a)—(c), uzasadnij, ze jednym z ograniczen metody KNN, gdy p
jest duze, jest to, ze istnieje bardzo mato obserwadji treningowych ,blisko” danej obserwacji testowej.

e) Zatézmy teraz, ze chcemy dokonac predykgji dla obserwacji testowej, tworzgc wokat niej p-wymiarowq
hiperkostke zawierajacg srednio 10% obserwacjt treningowych. Dla p =1, 2 oraz 100, jaka jest dtu-
gos¢ kazdego boku hiperkostki? Skomentuj swoja odpowiedz.

Cwiczenie 24 — Ocena modelu w problemie klasyfikacji.

a) Przedstaw { wyjasnij metryki czesto stosowane do oceny modelu w problemie klasyfikacji: accuracy,
precision, recall oraz F1. Podaj prosty przyktad.

b) Czym sie rézni ich wersja micro od wersji macro (zobacz np. tutaj)? Podaj prosty przyktad.

c) Jak te metryki majq sie do bardziej potocznego rozumienia poje¢ accuracy i precision?

Cwiczenie 25 — Wujaénij, czym jest naiwny klasyfikator Bayes'a i kiedy warto go zastosowac. Wuyjasnij
i udowodnij nastepujacy wzor:

,I n
P(Ck | X1, oxn) = ——=p(C) | | plxi | C)
| p(x) |:| !
gdzie
p(x) = Z px | Gp(G) a x=(x,....x) .
k
Cwiczenie 26 — Rozwaz problem klasyfikacji wiadomoéci e-mail na dwie klasy: Spam (C;) lub Nie-spam (G).

Dysponujesz dwoma cechami binarnymt:
- xq opisuje czy e-mail zawiera stowo promocja: x; = 1 jesli tak, x; = 0 jesli nie,
- x; opisuje czy e-mail zawiera stowo oferta: x, =1 jesli tak, x, = 0 jesli nie.

Klasa Spam zawiera 100 e-maili i kazdy z nich zawiera oba stowa: x; = 1 i x; = 1. Klasa Nie-spam
zawiera 900 e-mail:

- 450 e-maili zawiera tylko stowo promogja: x; =1, x, =0,
- 450 e-maili zawiera tylko stowo oferta: xy =0, x, =1,

Korzystajac z naiwnego klasyfikatora Bayesa (zaktadajacego niezaleznosc cech), oblicz prawdopodobien-
stwa p(Gi|x) t p(G]x) dla nowego e-maila, ktéry zawiera oba stowa: x; =1, x, = 1.

Cwiczenie 27 — Zatézmy, ze mamy pojedynczy predyktor X, binarng odpowiedz Y i chcielibyémy stwo-
rzy¢ model parametryczny dla p(X) = Pr(Y = 1]X).

a) Mozemy sprobowa¢ uzy¢ modelu regresji liniowej. Dlaczego nie jest to dobry pomyst?

b) Jesli Pr(Y = 1]|x) = 0.75 jakie sa szanse (ang. odds) ze dla x mamy Y = 1?

c) W algorytmie regresiji logistycznej binarnej modelujemy prawdopodobienstwo p(X) za pomoca funkcji
logistycznej
oPot+BIX

PX) = T amrax


https://datascience.stackexchange.com/questions/15989/micro-average-vs-macro-average-performance-in-a-multiclass-classification-settin/24051#24051
https://en.wikipedia.org/wiki/Accuracy_and_precision
https://en.wikipedia.org/wiki/Naive_Bayes_classifier

Udowodnij, ze powyzsze réwnanie jest rownowazne z réwnaniem na log-odds:

p(X) )
ll‘]( =B+ BiX .
T=pX)
d) Jaka jest zaleznos¢ miedzy funkcjq logistyczng o(x) = % i funkcja logit {(p) = n (%)7
Cwiczenie 28 — Wuyjaénij, w jaki sposéb mozemy uzyskac wielomianowy model regresji logistycznej (ang.

multinomial logistic regression) dla K klas wykorzystujgc K — 1 modeli binarnej regresji logistycznej.
Wskazdwka: zobacz tutaj.

Cwiczenie 29 — Opisz elementy wykresu pudetkowego (boxplot).

Cwiczenie 30 — Podczas wyktadu pokazalismy, ze dla problemdw klasyfikaciji binarnej funkcja wiarygod-
nosci moze byc¢ wyrazona w oparciu o entropie krzyzowa. Pokaz podobny wynik dla probleméw klasyfikacjt
wieloklasowej.

Cwiczenie 31 — Przypomnij jak przebiega konstrukcja drzewa decyzyjnego. Zatézmy, ze prébujemy za-
stosowad drzewo decyzyjne do danych z predyktorem kategorycznym posiadajgcym g mozliwych nieupo-
rzgdkowanych wartodci. Jaki moze by¢ problem? Wskazéwka: pokaz, ze istnieje 297! — 1 mozliwych
podziatéw g wartosci na dwie grupy. Jak mozna probowa¢ rozwiazac ten problem?

Cwiczenie 32 — (ESL, strony 309-310) Dla konstrukgji drzew decyzyjnych jako miare jakoéci podziatu
mozemy zastosowac odsetek btednych klasyfikacji (ang. misclassification rate), entropie lub indeks Giniego.

a) Wuyjasnij, jak mozna interpretowac indeks Giniego.

b) Zatézmy, ze uzywamy drzewa decyzyjnego do problemu dwuklasowego z 400 obserwacjami w kazdej
klasie - oznaczmy tg sytuacje jako (400, 400) - i ze jeden podziat utworzyt wezty (300, 100) oraz
(100, 300), podczas gdy drugi podziat utworzyt wezty (200, 400) oraz (200, 0). Pokaz, ze oba podziaty
dajg odsetek btednych klasyfikacji rowny 0,25. Drugi podziat tworzy czysty wezet i wobec tego jest
preferowany. Pokaz, ze indeks Giniego jest mniejszy dla drugiego podziatu.

Cwiczenie 33 — Wujaénij co to jest wspétczynnik Giniego (ang. Gini coefficient) i w jaki sposdb jest
wyliczany. Jaka jest pozycja Polski w rankingu krajow OECD wzgledem wspétczynnik Giniego przed i po
transferach podatkowych (zobacz tutaj.)

Cwiczenie 34 — Niech X oznacza liczba unikalnych obserwacji w prébce bootstrapowej rozmiaru n. Jaka
jest wartos¢ oczekiwana { wariancja X7 Jaki jest srednio odsetek unikalnych obserwacji i wariancja odsetka
unikalnych obserwacji w prébie bootstrapowej dla duzych n? Jakie jest prawdopodobienstwo, ze dana
obserwacja nie znajdzie sie w zadnej z k prébek bootstrapowych?


https://en.wikipedia.org/wiki/Multinomial_logistic_regression#As_a_set_of_independent_binary_regressions
https://en.wikipedia.org/wiki/Box_plot
https://en.wikipedia.org/wiki/List_of_countries_by_income_inequality#List_of_OECD_countries_by_income_inequality_based_on_Gini_coefficient

