Algorytmiczna analiza danych 2026/2027
Lista cwiczen

Uzywam nastepujacych skrétow:

1. ISL = An Introduction to Statistical Learning autorstwa C. Jamesa i in.

2. ESL = The Elements of Statistical Learning autorstwa T. Hastie i in.

3. PAC = Probability and computing autorstwa M. Mitzenmacher i in.

4. .
Cwiczenie 1 — Zatézmy, ze zmienne losowe X i Y sq niezalezne. Udowodnij, ze
(@) E(XX+VY)=E(X)+E(Y),
(b) Var (X 4 ) = Var (X) + Var (Y).

Czy warunek o niezaleznosci jest niezbedny?

Cwiczenie 2 — Zmienna X ma rozktad dyskretny:
(a) Narysuj dystrybuante F(x).
(b) Oblicz E(X), Var (X).

(c) Znajdz mediane i kwartyle.

Cwiczenie 3 — Niech X ~ U(1,2) bedzie zmienng losowa o rozktadzie jednostajnym na [1, 2]
(a) Zapisz wzorem i naszkicuj gestos¢ f(x) i dystrybuante F(x).
(b) Oblicz E(X) i kwartyle.
(c) Oblicz Var (X), SD(X) oraz IQR = Q3 — Q.

Cwiczenie 4 — Niech X ~ Exp(4) ma rozktad wyktadniczy z parametrem A > 0.

(a) Zapisz wzorem i naszkicuj gestos¢ f(x) i dystrybuante F(x). Jaki jest wptyw parametru A na ksztatt
wykresow? Jaka jest kluczowa wtasnos¢ rozktadu wyktadniczego?

(b) Oblicz E(X) i kwartyle.
(c) Podaj wzér na Var (X), SD(X) oraz /QR.

Cwiczenie 5 — Podaj przyktad zmiennych losowych zaleznych X i Y, dla ktérych Cov(X, Y) = 0.

Cwiczenie 6 — Niech X;, ..., X, beda iid. z rozktadu o $redniej y = E(X;) i wariancji 0° = Var (X)).
(a) Pokaz, ze érednia z préby X = % > 4 Xi jest nieobciazonym estymatorem g, tzn. E(Y) = [

(b) Oblicz Var (Y)
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(c) Pokaz, ze s = L= 3" | (X; — X)? jest nieobcigzonym estymatorem o7, tzn. E(s?) = o2

Cwiczenie 7 — Niech X;, .. ., X, beda iid. z dystrybuantg F. Definiujemy empiryczng dystrybuante

(a) Zauwaz, ze Y; = I(X; < x) ~ Bernoulli(p) gdzie p = P(X; < x) = F(x). Jaka jest wartos¢
oczekiwana { wariancja Y;?

(b) Pokaz, ze: E(ﬁ,,(x)) = F().


https://www.statlearning.com/
https://web.stanford.edu/~hastie/ElemStatLearn/
https://www.cs.purdue.edu/homes/spa/courses/pg17/mu-book.pdf

(c) Oblicz Var (/i_,,(x)) Dla jakiej wartosci F(x) wariancja jest najwieksza?

Cwiczenie 8 — Dana jest proba cen mieszkan (w tys. zt): x = (280, 320, 350, 410, 450, 520, 600, 750).
(a) Narysuj empiryczna dystrybuante :ﬁg( t).

(b) Oblicz $rednig X i odchylenie standardowe s.

(c) Znajdz mediane, @1, Q5 i IQR.
)

(d) Dodajemy penthouse za 2500 tys. zt (nowa préba ma n = 9). Oblicz nowe ¥, s, mediane, IQR. Ktére

statystyki zmienity sie najbardziej?

Cwiczenie 9 — Dla kazdej zmiennej podaj jej typ (np. nominalna, porzadkowa, dyskretna, ciggta, szereg
czasowy): cena mieszkania, dzielnica, pietro, ocena stanu (zty/4redni/dobry), rok budowy, érednia cena m?
w kolejnych kwartatach. Jaka jest kluczowa réznica miedzy zmiennymi kategorialnymi a liczbowymi?
Cwiczenie 10 — Wygeneruj probe 100 liczb 7z rozktadu N(700, 100%) reprezentujgceqo ceny mieszkan w
tys. zt.

(a) Oblicz X, s, mediane, Qy, Q5, IQR.

(b) Narysuj histogram (z 10 i 30 przedziatami — poréwnaj).

(c) Narysuj empiryczna dystrybuante.

(d) Narysuj wykres pudetkowy.

(e) Dodaj 5 outlieréw (np. x = 1500) i powtdrz obliczenia. Co sie zmienito?
Cwiczenie 11 — Narysuj histogram licznoéci dla danych o czasach obstugi klienta z nastepujacymi prze-

dziatami czasowymi (czas dany w minutach) i licznosciami (taczna liczba obserwacji n = 120):

Przedziat ‘ 0,2) 23) 3.4 [47)
Liczno$¢ ‘ 40 30 20 30

(a) Dlaczego taki histogram moze wprowadza¢ w btad?
(b) Narysuj histogram gestoéci, w ktérym wysokoé¢ j-tego stupka wynosi w; = —, gdzie n; to licznos¢
arysuj gram ge : ym wy J-teg pka wy 1= s 9 j :
a s; szerokos¢ j-tego przedziatu. Jak zmienia to interpretacje rozktadu?

Cwiczenie 12 — Niech X, Y beda zmiennymi losowymi o skoriczonych wariancjach Var (X), Var (¥) > 0.

(a) Udowodnij, ze wspétczynnik korelacji Pearsona spetnia [p(X, Y)| < 1.
Wskazéwka: Skorzystaj z nieréwnosci Cauchyego-Schwarza: (E(UV))? < E(UZ) E(\/Z)N

(b) Korzystajac z definicji Cov(X, Y) = E(XY) — E(X)E(Y), udowodnij nastepujace wtasnosci:
(©) Cov(X, aY 4+ b) = aCov(X, Y)dlaa,beR,
(i) Cov(X, b) = 0 dla statej b € R,
(iii) Var (aX 4 b) = a’Var (X) dla a, b € R.

(c) Pokaz, ze jesli Y = aX + b dla pewnych a # 0, b € R, to |p(X, Y)| = 1. Jaki jest zwigzek miedzy
znakiem @ a znakiem p?

Cwiczenie 13 — Niech pX,Yy=p, U=aX+b, V=cY+d gdziea,c+0, b,d eR
(@) Wyraz p(U, V) jako funkcje p, a, ¢. Czy b i d majg znaczenie?
(b) Jakie sa konsekwencje praktyczne tej wtasnosci? (np. dla standaryzacji danych)

(c) Czy p(X?, Y?) = p(X, Y)? dla dowolnych X, Y? Uzasadnij lub podaj kontrprzyktad.

Cwiczenie 14 — Dane (8 par obserwacji):

X[‘

1.2 3 456 7
y |2 4 5 45 7 8 9

(a) Oblicz empiryczny wspdtczynnik korelacji Pearsona rp i Spearmana rs dla petnych danych.

(b) Usun obserwacje (100, 9) it oblicz rp oraz rs ponownie.



(c) Poréwnaj wyniki z (a) i (b). Ktéra miara jest bardziej odporna na wartosci odstajace i dlaczego?

Cwiczenie 15 — Niech X;, ..., X, bedq iid. z rozktadu N(u, 0?), gdzie p € R i ¢ > 0 sq nieznane.
Metoda momentdw wyprowadz estymatory i i 02. Czy te estymator sa nieobcigzone? Jesli nie, zaproponuj

wersje nieohcigzona.
Cwiczenie 16 — Niech Xi, ..., X, bedq iid. z rozktadu wyktadniczego Exp(A), A > 0.
(a) Metoda momentdw wyprowadz estymator ;,7 parametru A.
(b) Oblicz E (En) i uzasadnij, ze ;,7 jest asymptotycznie nieobciazony.
Wskazéwka: Skorzystaj z faktu, ze S, =Y ", X; ~ Gamma(n, A) i oblicz E(1/S,)..

(c) Zaproponuj nieohcigzony estymator parametru A.
Cwiczenie 17 — Dla n > 2 oblicz wariancje nieobcigzonego estymatora A wyprowadzonego w poprzed-

nim zadaniu. Wskazéwka: Wyznacz E (S,%) analogicznie do E(S,")..
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