Analiza Algorytmow 2019/2020
(zadania na ¢wiczenia)

Wybor lidera
1— Wyznacz warto$¢ oczekiwang dla zmiennej losowej X ~ Geo(p). (3p)
2 — Wyznacz wariancje dla zmiennej losowej X ~ Geo(p). (3p)

3 — Niechp € [0,1] orazn > k > 1, n,k € N . Dla jakich wartosci argumentu funkcja f
przyjmuje wartosci maksymalne? (9p)

a. f(p)=np(l—p)" ",

b. f(n) =np(l—p"~t,

c. f(k)=(R)p*Q—pnF.

4 — Udowodnij: (1+z)" >1+rz dla z > —1,r > 1. (3p)

5 — Udowodnij: (1 +2)" <1+rx dla x> —1,r € (0,1) . (3p)
6 — Udowodnij1+xz <e® dla z € R. (3p)

7 — Udowodnij: £ < 12 dla 2 >0.(3p)

8 — Niech fi(n) = ng: (1 - )" Udowodnij, ze funkcje f;(271), fi+1(27") sa malejace

oraz, ze funkcja f;—1(2%) jest rosngca dlai > 2. (12p)
9 — Przedstaw definicje rodziny funkcji W Lamberta i wykres jej gatezi rzeczywistych. (5p)

10 — Wykorzystaj funkcje W Lamberta by analitycznie wyznaczy¢ rzeczywiste rozwigzania
rownania 3° = 3. Jak nazwa sie w Mathematica funkcja W Lamberta? (5p)

11 — Zajrzyj do tej pracy i udowodnij, ze dla = > e (10p)

1
Inz —Inlnz < Wy(z) <Ilnz — ilnlnm.

12 — Uzupetnienie dowodu z wyktadu. Sprawdz, ze jesli K > 1, f > 1,u > 2 oraz (5p)

—1 1 Inu
Be(K + Du2®+) >1——  to K> 77 -1.


https://en.wikipedia.org/wiki/Lambert_W_function
https://en.wikipedia.org/wiki/Lambert_W_function#Solutions_of_equations
https://www.emis.de/journals/JIPAM/images/107_07_JIPAM/107_07.pdf

Analiza strumieni danych: przyblizone zliczanie

13 — Dla ciggtych iniezaleznych zmiennych losowych Xy, Xo, ..., X, 0 tym samym rozkta-
dzie zadanym funkcja gestosci f(z) i dystrybuantg F(x) pokaz, ze k-ta statystyka pozycyjna
Xk, ma rozktad opisany funkcjg gestosci

@) 1 - F@)P T )
B(k,n—k+1) ’

fr(z)
gdzie B(a, ) oznacza funkcje beta. Wskazéwka: mozesz przejrze¢ te wyktady. (10p)

14 — Dla n niezaleznych zmiennych losowych Uy, Us, ..., U, 0 rozktadzie jednostajnym:
U; ~ U(0,1), pokaz, ze k-ta statystyka pozycyjna ma rozktad Beta(k,n — k + 1) i wartos¢
oczekiwang rowng k/(n + 1). (5p)

Wskazoéwka. W tym oraz w nastepnym zadaniu wykorzystaj rézne reprezentacje funkcji beta:
podang w definicji oraz przez silnie dla argumentéw bedacych liczbami naturalnymi

15 — Niech Uy.,, 0znacza k-tg statystyke pozycyjng dla n niezaleznych zmiennych loso-
wych o rozktadzie jednostajnym ¢(0, 1). Pokaz, ze dla estymatora ny = % oraz k > 2
mamy E (7x) =n oraz, zedladla k>3 mamy (10p)

—k+1
Var (7,) = n(nk;—)

16 — (Nierownos¢ Markowa) Niech X oznacza zmienng losowa, ktéra przyjmuje tylko nie-
ujemne wartosci. Wtedy dla wszystkich a > 0 (5p)

E(X)

P(X >a) <
a

17 — (Nieréwnos¢ Czebyszewa) Niech X oznacza zmienng losowg o skoriczonej wartosci
oczekiwanej i skonczonej, niezerowej wariancji. Pokaz, ze dla dowolnego a > 0 zachodzi
nierownosé: (5p)

Var (X
P(X -E(X)|<a)>1- a’;g )
Wskazowka: wykorzystaj nierownosc¢ Markowa.
18 — (Nierownos¢ Chernoffa dla sumy préb Bernoulliego) Niech X7, ..., X,, bedg niezalez-

nymi probami Bernoulliego takimi, ze P (X; = 1) = p;. Niech X = >"" | X, oraz u = E (X).
Pokaz, ze (10p)

a) dla dowolnego § > 0

o0 M
P(X>(1+dp) < (MM) )

b) dla dowolnego 0 < p <1

-~ p
P(X <(1-pu) < <(1_p)p(1p)> :

Wskazowka: mozesz zajrze¢ do ksigzki do rozdziatu 4.2. w tej ksigzce.


https://en.wikipedia.org/wiki/Beta_function
http://www2.stat.duke.edu/courses/Spring12/sta104.1/Lectures/Lec15.pdf
https://en.wikipedia.org/wiki/Beta_function#Properties
https://en.wikipedia.org/wiki/Chernoff_bound
http://mcs.ninhthuan.top/wp-content/uploads/2017/09/Probability-and-Computing-2nd-Edition.pdf

19 — Wykorzystujgc oznaczenia i uzyskane w poprzednim zadaniu nieréwnosci, pokaz, ze
dla dowolnego 0 < ¢ < 1 (5p)

P (X — p| > op) < 2e70°/3

20 — Niech S, bedzie liczbg ortéw w n rzutach symetryczng moneta. Pokaz, ze (5p)

a) stosujac nieréwnos¢ Czebyszewa mamy

P

b) stosujgc nieréwnos¢ Chernoffa z poprzedniego zadania mamy
P(

21 — Rozwaz nastepujacy algorytm, z ktérego wywodzi sie idea algorytmu HyperlLoglog.

n n 4
s, -2 >7)<7,
"ol =4/) —n

n n
Sn 2‘—4)—26

Probabilistic Counter
1. Initialization: C' « 1
Upon event:
2. ifrandom( ) <= 27¢ then > random zwraca liczbe losowa z zakresu [0, 1)
3 C+C+1
4. end if

Innymi stowy, przy wystagpieniu zdarzenia rzucamy monetg C razy i jesli za kazdym razem
otrzymujemy reszke zwiekszamy licznik C' o jeden. W przeciwnym razie nie robimy nic.
Niech C,, oznacza wartos¢ przechowywang w liczniku C' po zaobserwowaniu n zdarzen.
Pokaz, ze E (2¢") = n + 2 oraz Var (2°») = In(n + 1). W oparciu o C,, zdefiniuj nieobcia-
zony estymator wartosci n i policz jego wariancje. (10p)

Analiza strumieni danych: przyblizone sumowanie

22 — Przypomnij sobie podstawowe informacje o rozktadzie wyktadniczym. (9p)

a) Przypomnij wzér na gestosc¢ i dystrybuante. Wyprowadz wzér na wartos$¢ oczekiwang
i wariancje.

b) Zatézmy, ze dysponujesz generatorem zwracajgcym liczby z przedziatu [0, 1) zgodnie
z rozktadem jednostajnym. Przedstaw procedure, ktora bedzie przeksztatca zwracane
wartosci, w wartosci zgodne z rozktadem wyktadniczym z parametrem .
Wskazowka: zobacz strony 28 i 29 w tej ksigzce.

c) Przedstaw i udowodnij twierdzenie na ktérym opera sie procedura z punktu b).

23 — Niech 1, 5s, ..., S, bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie
wykfadniczymoraz S; ~ Exp(\;) dlaA; > 0. Niech A = A\j+X2+. . .+ \,. Pokaz, ze pierwsza
statystyka pozycyjna Smin =min {S1, So, . .., Sn} ma rozktad wyktadniczy z parametrem A:

(5p)
Smin ~ El‘p(A) :


http://www.eirene.de/Devroye.pdf

24 — Niech X iY bedg niezaleznymi zmiennymilosowymi o funkcjach gestosci odpowied-
nio fx(z)oraz fy(y). Dla Z = X +Y pokaz, ze

+o0
f2(2) = / (@) fr (2 — 2)da .

Jaki zwigzek ma to zadanie z nastepnym zadaniem?
Wskazéwka: zobacz splot rozktaddw prawdopodobieristwa. (6p)

25 — Przyjmijmy A > 0,m € Ny, oraz niech s g stm beda niezaleznymi

min’ ~“min’ 7 ~min

zmiennymi losowymi o takim samym rozktadzie wyktadniczym
SI(QH ~ Exp(A) .

Pokaz, ze zmienna

G =301,
=1

ma rozktad gamma zdefiniowany gestoscig

(Ax)m_ ! —Azx

(m) dla =z >0.

gm(x) =A

Wskazowka 1: wykorzystaj poprzednie zadanie i zasade indukcji.
Wskazowka 2: T'(m) = (m — 1)! dlam € N5g. (10p)

26 — Przy oznaczeniach z zadania 25 pokaz, ze dla m > 2 i estymatora zdefiniowanego
jako
- m—1

Rp= — e
Z;T;l Sr(nzn
mamy E (Ap,) = A. (6p)

27 — Przy oznaczeniach z zadan 25126 pokaz, ze dlam > 3 btad standardowy estymatora
A, zalezy jedynie od parametru m i wyraza sie wzorem: (6p)

1

m—2

SE (A) =

28 — Zaproponuj algorytm, ktory umozliwi estymacje sredniej wartosci

7)\14- A+ ...+ Ay
- n

Av

dla wszystkich unikalnych elementéw strumienia 9%t. Wyznacz obcigzenie zaproponowa-
nego estymatora.

Wskazéwka: zauwaz, zedla Ay = Ay = ... A\, = 1 mamy E (A,,) = n. (10p)


https://en.wikipedia.org/wiki/Convolution_of_probability_distributions

Blockchain

29 — Pokaz, ze dla oznaczen z zadania 23 mamy:

Ai

P (Spmin = Si) = e

Wyjasnij jaki zwigzek ma ta wtasnosé z analizg ataku na blockchain. (6p)

30 — Przeczytaj Definicje 4 w notatkach do wyktadu. Pokaz, ze rozktad wyktadniczy

a) spetnia warunki tej definicji,
b) jest jedynym rozktadem spetniajgcym warunki tej definicji.

Wskazowka: zdefiniuj G(x) = P (X > z)ipokaz, ze z definicji wiasnosci braku pamieci musi
zachodzi¢ warunek G(x) = G(1)*. Nastepnie pokaz, ze jedyna ciggta funkcja, ktora spetnia
ten warunek dla dowolnego x > 0 jest G(z) = e=** dla A > 0. (10p)

31— Przypomnij definicje i podstawowe witasnosci rozktadu Poissona. Podaj przyktady
jego zastosowan. Pokaz, ze rozktad Poissona z parametrem  jest rozktadem granicznym
dla rozktadu dwumianowego Bin(n, p,) jesli liﬁm npn, = > 0. (6p)

32 — Rzucamy monetg do czasu wyrzucenia r reszek. Przyjmijmy, ze reszka i orzet wy-
padajg z prawdopodobienstwem odpowiednio p i ¢. Wyprowadz rozktad zmiennej losowe;j
X opisujacej liczbe wyrzuconych ortéw. Jak nazywa sie ten rozktad? Wyprowadz wzor na
wartos¢ oczekiwang i wariancje. (4p)

33 — Udowodnij Lemat 3 z notatek do wyktadu. (10p)
Wskazowka: rozwaz problem ruiny gracza w sytuacji gdy gracz ma nieograniczone srodki.

34 — Udowodnij Lemat 4 z notatek do wyktadu. (10p)
Wskazowka: zajrzyj do tej pracy.

35 — (Problem kolekcjonera kupondw) Mamy n urn do ktérych losowo (jednostajnie) wrzu-
camy kule. Niech X bedzie liczbg kul wrzuconych do chwili, kiedy w kazdej urnie jest co
najmniej jedna kula. Wykorzystujgc aproksymacije liczby kul w danej urnie przez rozktad
Poissona pokaz, ze dla duzych wartosci n mamy

Pr(X >nlnn+cn]jx~1—e° |

a nastepnie wyznacz najmniejszg wartosc ¢ takg, by dla duzych wartosci n wartos¢ X znaj-
dowata sie w przedziale [n1lnn — cn,nlnn + cn] w 99% przypadkow. (10p)
Wskazowka: mozesz zajrze¢ do tej ksigzki.

Samostabilizacja

36 — Udowodnij Lemat 2 z notatek do wyktadu. (10p)
37 — Udowodnij Lemat 3 z notatek do wyktadu. (10p)

38 — Udowodnij Lemat 4 z notatek do wyktadu. (10p)


https://ki.pwr.edu.pl/lemiesz/AA/AA_plosowe_blockchain.pdf
https://ki.pwr.edu.pl/lemiesz/AA/AA_plosowe_blockchain.pdf
https://en.wikipedia.org/wiki/Gambler%27s_ruin
https://ki.pwr.edu.pl/lemiesz/AA/AA_plosowe_blockchain.pdf
https://arxiv.org/pdf/1702.02867.pdf
http://mcs.ninhthuan.top/wp-content/uploads/2017/09/Probability-and-Computing-2nd-Edition.pdf
https://ki.pwr.edu.pl/lemiesz/AA/AA_samostabilizacja.pdf
https://ki.pwr.edu.pl/lemiesz/AA/AA_samostabilizacja.pdf
https://ki.pwr.edu.pl/lemiesz/AA/AA_samostabilizacja.pdf

39 — Przedstaw samostabilizujgcy algorytm wyznaczania maksymalnego zbioru niezalez-
nego opracowany w ramach zadania 13 na laboratorium. Dowiedz jego poprawnosci i zbiez-
nosci. Wyprowadz mozliwie Sciste organicznie gorne na liczbe krokdw do chwili osiggniecia
legalnej konfiguraciji. (10p)

40 — (Konserwatywny MM) Zaproponuj modyfikacje algorytmu Maximal Matching przed-
stawionego w notatkach do wyktadu, ktora umozliwi jego dziatanie przy dodatkowym zato-
zeniu, ze kazdy proces jest typu A albo B i dwa procesy tego samego typu nie mogg tworzyc¢
pary. Ponadto mozesz przyjac, ze typ danego procesu jest z géry zadany i nigdy nie moze
zosta¢ zmieniony. Uzasadnij poprawnos¢ i zbieznos$¢ algorytmu. (10p)

41 — (Liberalny MM) Zaproponuj modyfikacje algorytmu Maximal Matching przedstawio-
nego w notatkach do wyktadu, ktéra umozliwi dziatanie przy dodatkowym zatozeniu, ze
liczba krawedzi incydentnych z danym wierzchotkiem moze by¢ wieksza niz jeden (tzw. b-
matching). Uzasadnij poprawnos¢ algorytmu. Mozesz sie oprze¢ np. na tej pracy. (10p)

Funkcje tworzace

42 — Udowodnij Lemat 1z notatek do wyktadu. (10p)

43 — Wykorzystujgc funkcje tworzace rozwigz nastepujgce réwnania rekurencyjne. (12p)
a) a, = 2a,_1 + 3a,_o0razag = 0,a; =1,
b) a, = 5a,_1 — 8an_9 +4a,_zorazag =1,a1 = 2,as = 4,
C)an = 3an_1 — 3an_2 +ap,_3orazag = 0,a; = 0,as =1,
)

d) a, = 2ap—1 + apn—2 — 2ap_30razag = 0,a1 = as = 1.

44 — Wyznacz funkcje tworzgce dla nastepujgcych ciggéw. (21p)
{1 da 2| n,
a)a, =

0 dla 21mn,

b) an = ().

O a, - {(”;3)3n dla 2 |n,
0 dla 21n,

d) a, = n2"*+,

e)a,=1/ndlan>1,

) an = nH,,

g)a, =n3dlan>2.

45 — Pokaz, ze (8p)

(1 — az) = <” ji; 1) an

46 — Pokaz, ze jesli A(z) = 3_,,5 an2™ Ma promien zbieznosci R > 0, to (6p)

(Vr € (0,R)) (an =0 (r_")) .


http://ki.pwr.edu.pl/lemiesz/info/listy/b-matching.pdf
https://ki.pwr.edu.pl/lemiesz/AA/AA_tworzace.pdf

47 — Pokaz, ze funkcja tworzgca dla ciggu liczb Catalana spetnia zaleznos$é (6p)
C(z) =14 20(2)*

oraz, ze wobec tego
C(z) = 1-vi-4z )
2z
48 — Wykorzystujgc wynik poprzedniego ¢wiczenia udowodnij nastepujgce asymptotyczne
przyblizenie dla liczb Catalana (10p)

471
- n3/2\/m

Cn

49 — Wykorzystujgc uogolnienie symbolu Newtona na liczby rzeczywiste pokaz, ze nta
liczbe Catalana wyraza sie nastepujgcym wzorem (10p)

1 2n
Cp = .
" n+1\n

Powodzenia,
J.L.



