Statystyka i analiza danych 2025/2026
Lista ¢wiczen

Uzywam nastepujacych skrétow:

1. ISL = An Introduction to Statistical Learning autorstwa C. Jamesa i in.

2. ESL = The Elements of Statistical Learning autorstwa T. Hastie i in.

3. PAC = Probability and computing autorstwa M. Mitzenmacher i in.

4. .

Lista 0 (rozgrzewka: kontynuacja Rachunku Prawdopodobienstwa)

Cwiczenie 1 — Zatézmy, 7e zmienne losowe X i Y sq niezalezne. Udowodnij, 7e
(@ E(X +VY)=E(X)+E(Y),
(b) Var (X 4+ Y) = Var (X) 4+ Var (V).

Czy warunek o niezaleznosci jest niezbedny?

Cwiczenie 2 — Rozwazmy tancuch Markowa o n stanach opisany za pomoca macierzy przejscia P. Niech
P opisuje macierz przejécia tego taicucha w m krokach. Pokaz, ze P = P™.

Cwiczenie 3 — Pokaz, ze relacja ,komunikowania sie” na zbiorze standw tancucha Markowa jest relacja
rownowaznosci. Wuyjasnij nastepnie, jak interpretowac jej klasy réownowaznosci (klasy komunikacji) w
kontekscie struktury oraz zachowania tancucha Markowa.

Cwiczenie 4 — Rozwazmy taricuch Markowa o stanach {1,2, 3} opisany macierzq przejécia
12 1/3 1/6
P= (34 0 1/4
0 1 0

a) Czy tancuch jest nieredukowalny? Czy jest nieokresowy? Uzasadnij.

b) Wyznacz rozktad stacjonarny tancucha oraz macierz M = lim P".

n—o00

Cwiczenie 5 — Rozwazmy taricuch Markowa o stanach {1,2, 3} opisany macierzq przejécia
1 0 0
P= {14 172 1/4
1

Sprawd?z ile rozktaddw stacjonarnych istnieje dla tego taicucha oraz wyznacz macierz K = lim P". Jakiej
n—o0

wtasnosci nie ma macierz K, ktérg miata macierz M z poprzedniego zadania?

Cwiczenie 6 — N ponumerowanych molekuta gazu przemieszcza sie losowo miedzy dwoma zamknietymi
pojemnikami przez maty otwér. Ruch molekut mozna zamodelowac nastepujaco: w kazdym kroku losujemy
jednostajnie jedna z molekut i przenosimy do innego pojemnika, niz ten w ktérym aktualnie sie znajduje.
Rozwazmy tancuch Markowa, o zbiorze stanow S = {0,1,..., N} reprezentujacym liczbe molekut w
pierwszym pojemniku.

a) Dla powyzszego tancucha wyznacz prawdopodobienstwa przejscia oraz rozktad stacjonarny.

b) Niech N = 100. Uruchamiamy proces z pierwszym pojemnikiem pustym. Jesli zmiana stanu nastepuije
raz na jedna nanosekunde, srednio jak dtugo trzeba poczekad zanim pojemnik znéw bedzie pusty?

Wskazdwka: zobacz Twierdzenie 7.7 na stronie 168 w ksigzce PAC (link na poczatku listy).


https://www.statlearning.com/
https://web.stanford.edu/~hastie/ElemStatLearn/
https://www.cs.purdue.edu/homes/spa/courses/pg17/mu-book.pdf
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