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LICZBY ZESPOLONE

Liczby rzeczywiste reprezentujemy geometrycznie jako prosta. Liczbami zespolony-
mi nagywamy pary liczb rzeczywistych. Tak wiec zbiorem wszystkich liczb zespo-
lonych jest kwadrat kartezjanski

R? = {(a,b) : a,b € R}

prostej rzeczywistej R, czyli ptaszczyzna. Ze wzgledu na jego znaczenie algebraiczne,
wykraczajace poza zwykla interpretacje geometryczna, wprowadzamy nowa nazwe
C =R2.

Oczywiscie powstaje naturalne pytanie: po co nam nowy poszerzony zbiér liczb?
W zbiorze liczb rzeczywistych napotykamy na pewne powazne ograniczenia natury
algebraicznej. Nie jestedmy np. w stanie rozwiaza¢ réwnania

(1) z? = —1.

Chodzi nam m.in. o to, aby w nowym zbiorze to bylo mozliwe. Wladciwie ta jed-
na uwaga pozwoli nam na zdefiniowanie w naturalny sposéb dzialania mnozenia
zespolonego uogolniajacego mnozenie liczb rzeczywistych.

Poniewaz chcemy, aby nowe liczby w naturalny sposéb rozszerzaly zbiér liczb rze-
czywistych, utozsamia¢ bedziemy pary postaci (a,0) z poprzednikiem pary, czyli
nieco naciggajac notacje, bedziemy zakladali, ze (a,0) to po prostu liczba rzeczy-
wista a. Zdefiniujmy dodawanie liczb zespolonych w najbardziej naturalny sposéb:

(2) (a,b) + (¢,d) :== (a+ ¢, b+ d).

Jezeli liczbe zespolona traktowaé jako wektor o poczatku w zerze (0, 0) 1 wspolrzed-
nych a,b, to dodawanie liczb zespolonych jest po prostu dodawaniem wektorow.
Poniewaz dodawanie liczb zespolonych jest dodawaniem wektoréw zaczepionych w
punkcie (0, 0), wiec mnozenie liczby rzeczywistej r przez liczbe zespolona (a, b) zde-
finiujmy takze jako mnozenie liczby rzeczywistej przez wektor:

(3) (r,0)(a,b) = (ra,rd).
——

Jak powiedzielidmy, chcemy aby mnozenie zespolone liczb rzeczywistych, a wiec
liczb postaci (a, 0) byto zwyklym mnozeniem rzeczywistym. postulujemy wiec, aby

(4) (a,0) - (b,0) = (ab,0).
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Dla pelnego zdefiniowania mnozenia liczb zespolonych przypomnijmy, ze w dzie-

dzinie zespolonej chcemy mieé¢ rozwiazanie réwnania (1). Zadna liczba rzeczywista

tego rownania nie moze spelniaé, jesli chcemy, aby mnozenie zespolone na liczbach
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rzeczywistych zachowywalo si¢ tak jak zwykle mnozenie tych liczb. Musimy wigc
wskazaé inna liczbe zespolona z, ktéra bedzie miata wlasnosé

22 =—1.
Na tym etapie jest to kwestig naszego wyboru. Wybierzmy wiec, aby ulatwi¢ sobie
zycie, najprostsza mozliwa liczbe nierzeczywista: (0, 1). Oznaczmy ja (0,1) =i (od
imaginary) i nazwijmy jednostkq urojong. Naszym wiec zasadniczym postulatem,

ktory juz, razem z poprzednimi wymaganiami stawianymi przez nas mmnozeniu,
pozwoli zobaczy¢ jak powinno wyglada¢ mnozenie liczb zespolonych jest:

(5) (Oa 1) ’ (Oa 1) = (7170) .
-1

Zakladajac, ze mnozenie ma by¢ laczne, rozdzielne wzgledem dodawania, oraz za-
wsze maja zachodzi¢ réwnosci (2),(3), (4) oraz réwnoé¢ (5), musimy mieé:

(a,0) - (¢;d) = ((a,0) +(0,0)) - ((¢,0) + (0,d)) =
(a,b) (c,d)
(a,0) - (¢,0) + (a,0) - (0,d) + (0,b) - (¢,0) + (0,b) - (0,d) =
(ac,0) + (0,ad) + (¢,0) - (0,b) + (b,0) - (0,1)-(d,0) - (0,1) =
(0,b) (0,d)
(ac,0) + (0, ad) + (0, cb) + (b,0) - (d,0) - (0,1) - (0,1) =
(ac,0) + (0,ad) + (0,¢b) + (bd,0) - (—1,0) =
(ac,0) + (0,ad) 4 (0, cb) + (—bd,0) =
(ac — bd,ad + bc).

Tak wiec jesli nasze wymagania co do mnozenia liczb zespolonych maja by¢ spel-
nione, mnozenie to musi by¢ zdefiniowane w sposéb nastepujacy:

(6) (a,b) - (¢,d) := (ac — bd, ad + be).

Zadanie 1. Pokazaé, postugujac si¢ definicja mnozenia zespolonego (6), ze mnozenie
jest taczne, tzn.

(21-22) - 2z3 =21 - (22 - 23)

dla dowolnych liczb zespolonych z1, 2o, z3.
Zadanie 2. Postugujac sie definicjami dodawania zespolonego (2) i mnozenia zespo-
lonego (6) pokazaé, ze mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania, tzn.
21 (204 23) =21 20421 23
dla dowolnych liczb zespolonych z1, 2o, z3.

Zadanie 3. Pokazaé, ze jedynka (1,0) jest elementem neutralnym dla mnozenia liczb
zespolonych, tzn.

z-(1,0)=(1,0)- 2=z
dla dowolnej liczby zespolonej z. Co jest elementem neutralnym dla dodawania liczb
zespolonych?



Zamiast uzywa¢ malo wygodnej notacji liczb zespolonych w postaci par, stosujemy
raczej notacje algebraiczna przedtawiajac pare (a,b) w postaci

(a,b) = a+ bi,

gdzie liczby rzeczywiste a, b piszemy w zwyklej dla nich postaci, natomiast jednost-
ke zespolong (0, 1) zapisujemy jako reprezentujacy ja symbol '¢’. Dzialania na tych
liczbach wykonujemy w takim sam sposéb jak na liczbach rzeczywistych, pamieta-
jac, ze 1 -1 = —1. Tak wiec:

(a+bi)-(c+di) = ac+adi+bci+bdi® = ac+(ad+bc)i+bd(—1) = ac—bd+(ad+be)i,

co oczywiScie daje nam znany juz wzor na mnozenie liczb zespolonych. Zauwaz-
my, ze dla liczb zespolonych zachodza znane nam z dziedziny rzeczywistej wzory
skroconego mnozenia:

(21 +24+2)% = 22 + 25 4 221205

(z1+ 22) - (21 — 22) = Z% - 259

itp. (ich wyprowadzenie w dziedzinie zespolonej jest identyczne z wyprowadzeniem
tych wzoréw dla liczb rzeczywistych).

Zadanie 4. Wykona¢ mnozenia: a) (1 +4)(1 + 2i) =
b) (3—1i)(2+1i) =

Liczba sprzezong do liczby zespolonej z = a4+ bi nazywamy liczbe postaci Z = a— bi.
Na plaszczyznie jest to odbicie liczby z wzgledem osi poziomej czyli osi rzeczywistej
(0$ pionowa nazywamy 0sig urojong).

Modutem liczby zespolonej z = a?+b? nazywamy liczbe rzeczywista |z| = Va2 + b2.

Zadanie 5. Zauwazy¢, ze jedli liczba zespolona jest liczba rzeczywista, to jej modutl
jest jej wartoscia bezwzgledna. Zatem pojecie modulu rozszerza pojecie wartosci
bezwzglednej. Jaka jest geometryczna interpretacja modulu liczby zespolonej a +
bi = (a,b)? Jaki zbiér na plaszczyZnie tworza wszystkie liczby zespolone o tym
samym module r > 07

Zadanie 6. Pokazaé, ze 2%z = |z|2.

Zauwazmy teraz, ze liczby zespolone mozemy dzieli¢ przez siebie o ile mianownik
jest rézny od zera. Niech z1 = a + bi, 20 = ¢+ d; # 0. Jedli maja by¢ zachowane
wlasnosci algebraiczne znane z dziedziny rzeczywistej, to:

2 wmZ _ sZ _ (a+bi)(c—di)  ac+bd+ (be—ad)i ac+bd bc—ad

o mZ || c2 + d2 2+ d2 N 62+d2+c2+d2 v

Zadanie 7. Pokazaé, ze wykonane przez nas powyzej dziatanie jest istotnie dziele-

niem, tzn. ze
ac + bd n bc—ad .
z9 - 1| = 21,
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