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WIELOMIANY

Wielomianem w dziedzine zespolonej nazywamy kazda funkcje w : C — C postaci
w(z) = apzp + 12"V H a2 + a1z + ao,

gdzie ag,aq,...,a, € C. Liczby ag,a1,...,a, nazywamy wspdtczynnikamsi wielo-
mianu w(z). Jesli n > 01 w powyzszym wielomianie w(z) a, # 0, to n nazywamy
stopniem wielomianu w(z). Jesli wielomian sktada sie tylko z jednego sktadnika ag,
to stopniem tego wielomianu jest zero. Stopien wielomianu w(z) oznaczamy przez
deg(w(z)) Wielomianem zerowym nazywamy wielomian w(z) = 0, inaczej méowiac,
wielomian stopnia zero, gdzie ag = 0. Pierwiastkiem wielomianu w(z) nazywamy
taka liczbe zq, ze
w(zg) = 0.

Jak wiadomo, w dziedzinie rzeczywistej nie wszystkie wielomiany stopnia wiekszego
od 1 maja pierwiastki. MowiliSmy juz o tym, omawiajac istnienie rozwiazan réwnan
kwadratowych stopnia 2. Przykladem wielomianu rzeczywistego stopnia 2 nie ma-
jacego pierwiastka w dziedzinie rzeczywistej jest wielomian z? + 1. Wiemy juz, ze
wielomian ten posiada dwa pierwiastki w dziedzinie zespolonej: ¢ oraz —i. Prawdzi-
we jest nastepujace duzo silniejsze twierdzenie zwane podstawowym twierdzeniem
algebry.

Twierdzenie 3 (Podstawowe twierdzenie algebry) (Gauss). Kazdy wielo-
mian w dziedzinie zespolonej stopnia wiekszego od zera ma pierwiastek.

Dowdd, ktory wymaga nieco wiecej wiadomosci na temat analizy na liczbach ze-
spolonych, pomijamy.

Udowodnimy twierdzenie tgczace rozktad wielomianu na czynniki z istnieniem pier-
wiastkow. Zaczniemy od nastepujacego lematu

Lemat. Dla dowolnych dwoch liczb zespolonych zachodzi tozsamosé
(1) a"—=b"=(a—0b)(a" ' +a" 2b+a" b + ...+ " L ab" 2 o).

Dowdéd. wykonajmy mnozenie po prawej stronie (1):
(a—b)(a" P4+ a" b4+ a3 4.+ ab" ) =
an+an71b+an72b2+. . .+a3bn73+a}2bn72+abn71_anflb_a}n72b2_. . ._a2bn72_abn71_bn —
a® —b".

O



Twierdzenie 4. Liczba z( jest pierwiastkiem wielomianu
w(z) = apz" + an_12" V4 as2? + a1z + ag
wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian w(z) mozemy zapisaé jako
w(z) = (2 - z)u(z),
gdzie u(z) jest pewnym wielomianem stopnia n — 1.
Dowdd. Dowdd jednej implikacji z tezy twierdzenia jest trywialny. Mianowicie, jesli
w(z) = (z — 20)u(2), to oczywiscie
w(zo) = (2 — z0)u(z0) = 0.
Zalozmy teraz, ze z jest pierwiastkiem wielomianu w(z), tzn.
w(zg) = 0.
Mamy wtedy, korzystajac z powyzszego lematu,
w(z) = w(z) —w(z0) =
(an2"+an_12" 4. AagziFaiztag) —(anzl Fan_120 " . agzitarzotag) =
an (2" = 28) Fan 1 (2" =2 o an(2? = ) Far(z — 20) =
(z—20) an(z" 4+ 2" 220+ . b 220 2 20T +
Pp_1(z)

(z—20) @1 (2" 24+ 2" 320+ 2203+ 20 +

Pn72(1)

(z — z0) az(z + z0) +
—_——
Py (2)
Z—2z9) - =
(z—20) a1
Po(z)
= (2 —20)(Pn-1(2) + Pua(2) + ...+ Pi1(2) + Py(2)).
Oczywiscie
Pn,l(z) + Pn,Q(Z) + ...+ Pl(Z) + Po(Z)
jest wielomianem stopnia n — 1 i, przyjmujac
w(z) = Po_1(2) + Pa—2(2) + ...+ P1(2) + Po(2),
dostajemy ostatecznie
w(z) = (z — zo)u(z).

Twierdzenie 5. Kazdy wielomian
w(z) = apz™ + 12" H a2+ a1z + ag

stopnia n > 0 w dziedzinie zespolonej mozna zapisaé¢ jako iloczyn n czynnikow
liniowych postaci z — «; i statej a,:

w(z) =an(z—a1)(z —a2)...(z — an).



Oczywiscie «; sa pierwiastkami wielomianu w(z) (uwaga: niekoniecznie réznymi).
Co wiecej, z doktadnoscia do kolejnosci czynnikow to przedstawienie wielomianu
w(z) jest jedyne.

Dowdd. Z podstawowego twierdzenia algebry (tw. 3) wiemy, ze w(z) posiada pier-
wiastek. Nazwijmy ten pierwiastek ay. Z poprzedniego twierdzenia wiemy, ze w(z)
jest iloczynem

w(z) = (z — a1)up—1(2),

gdzie u,_1(z) jest wielomianem stopnia n — 1. Niech
Up—1(2) = by 12" 4 by 02" 22, o+ ...+ bz + bo.
Po pomnozeniu tego wielomianu przez z — o3 dostaniemy wielomian o wspotczyn-
niku b,,_1 przy z". Stad b,_1 = a,.
Nastepnie, tak jak to agumentowalismy dla w(z), przedstawiamy w,, 1 (2z) w postaci
Un—1(2) = (2 — a2)up—2(2)
gdzie u,_o(z) jest wielomianem stopnia n — 2 ze wspotczynnikiem a,, przy 2"~ 2.
Zatem
w(z) = (z —a1)(z — ag)up—2(2).
Postepujac tak dalej, ostatecznie uzyskujemy
wiz)=(z—a1)(z—a2)...(z — az)a,

(w ostatnim kroku wielomian u(z) rozktadamy na czynniki u1(z) = (2 — ap)uo(z),

gdzie wielomian wg(z) jest wielomianem stopnia zero o wspétezynniku a,, przy 2° =

1, a zatem ug(2) = ay).
Jesli istniatyby dwa rozne przedstawienia wielomianu w(z) w postaci iloczynu czyn-
nikow liniowych, to oznaczajac przez A(Z) czesé wspolna tych przedstawien, czyli
iloczyn czynnikéw liniowych wystepujacych w obu przedstawieniach, mieliby$my
w(z) = A(2)B(z) = A(2)C(2),
gdzie B(z) i C(z) bylyby réznymi wielomianami dodatniego stopnia. Zatem wielo-
mian B(z) — C(z) bylby niezerowym wielomianem i
0=w(z) —w(z) = A(2)B(2) — A(2)C(2) = A(2)(B(z) — C(2))
tez bylby wielomianem niezerowym, co jest oczywista sprzeczno$cia.
O

Dwa kolejne twierdzenia dotycza wielomianéw o wspotczynnikach rzeczywistych.

Bedziemy korzystali z nastepujacych wlasnosci sprzezenia:

addytywnosé
21+ 22 =721 + 235
multyplikatywnosé:
2122 = 21 %2
a takze:

Zadanie 1. Przypomnie¢ dowody powyzszych wlasnosci sprzezenia.
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Twierdzenie 6. Niech w(2) = a,2" + a,_12"" ' + ... + a1z + ag, gdzie wszystkie
wspotezynniki ag, ay, . . ., a, sa liczbami rzeczywistymi. Wtedy jesli «v jest pierwiast-
kiem tego wielomianu, to takze @ jest jego pierwiastkiem.

Dowéd. Poniewaz a; € R, 1 < ¢ < n, wiec @; = a;. Mamy
w(@) = apa@” + ap_ 1@ . Fa@+ag =
A + ap_ 10"+ ..+ a@+ ag =
Tna® + Tt + ... +aia+ag =

Q™ + ap_1a" L+ o+ ag =

Q™ 4+ ap_1a" "+ Faio+ag

w(a) =0=0.
(]

Wykorzystamy to twierdzenie w dowodzie kolejnego twierdzenia bedacego odpo-
wiednikiem dla dziedziny rzeczywistej twierdzenia o rozktadzie wielomianu zespo-
lonego na czynniki liniowe.

Bedzie nam potrzebny jeszcze nastepujacy fakt, ktéry sformutujemy jako zadanie.

Zadanie 2. Jesli w(z) = u(2)v(z) i w(z) oraz u(z) sa wielomianami o wspolczynni-
kach rzeczywistych, to v(z) tez musi byé¢ wielomianem o wspolczynnikach rzeczy-
wistych.

Twierdzenie 7. Kazdy wielomian w(z) = a,2™ + ap_12" ' + ... + a12 + ag o
wspotczynnikach rzeczywistych mozna przedstawi¢ jako iloczyn wielomianéw linio-
wych postaci z — a, gdzie « s3 pierwiastkami rzeczywistymi wielomianu w(z), pew-
nych nierozkladalnych wielomianéw kwadratowych postaci x2 + Sz + v, gdzie 3,
sa liczbami rzeczywistymi, oraz statej a,. Co wiecej, z doktadnoscia do kolejnosci
czynnikow to przedstawienie wielomianu w(z) jest jedyne.

Dowdéd. Rozwazmy wielomian w(z) w dziedzinie zespolonej. Niech «; bedzie pier-
wiastkiem rzeczywistym wielomianu w(z). Wtedy (twierdzenie 4)

w(z) = (2 — ar)us (2)

dla pewnego wielomianu o stopniu o jeden mniejszym niz wielomian w(z). Z zadania
2 wiemy, ze wielomian u;(z) ma wspolczynniki rzeczywiste. Jesli wielomian uq(2)
ma pierwiastek rzeczywisty as, to postepujemy jak wyzej, rozkltadajac tym razem
wielomian u;(z) na iloczyn wielomianéw (z — az)uz(z), gdzie us(z) ma wszystkie
wspotczynniki rzeczywiste. Postepujemy tak dalej, az otrzymamy pewien rozktad

w(z) =(z—a1)(z —az)...(z — ap)ug(2),

gdzie ug(z) jest wielomianem o wspolczynnikach rzeczywistych i nie ma juz pier-
wiastkow rzeczywistych. Jegli jest stopnia zero, to musi to by¢ stata a,,, aby wspot-
czynniki przy najwyzszej potedze w wielomianach po obu stronach powyzszej row-
nosci byty identyczne. To oczywiscie konczy dowoéd w tym przypadku. Zatézmy



wiec, ze stopieri wielomianu wug(2) jest wiekszy od zera. Wtedy w dziedzinie zespo-
lonej 1y, ma pierwiastek £. Z twierdzenia 6 wiemy, ze wtedy takze £ jest pierwiast-
kiem wielomianu ug(z). Powtarzajac dwa razy uzyta wyzej procedure wylaczania z
wielomianu czynnikow liniowych, dostajemy rozklad wielomianu wug(2) na iloczyn

up(z) = (2 = )(z — Hup41(2).

Zadanie 3. Teraz zauwazmy, ze wielomian (z — £)(z — £) ma wspotczynniki rzeczy-
wiste (jest to wiec wielomian nierozktadalny postaci 22 + Sy + 1, 81,71 € R).

Zatem z faktu z zadania 2 wiemy, ze takze wielomian uy1(z) musi mie¢ wspotczyn-
niki rzeczywiste. Proces ten kontynuujemy, az w kolejnym rozktadzie dostaniemy
wielomian ., (z) o stopniu zero, czyli

wz)=(z—a)(z—az)...(z—ap) @+ Brz+71) ... (22 + B + Yo ) Uy (2).
Wtedy, aby wspolczynniki przy najwyzszych potegach byly identyczne, ugipm(2) =
.

Dowdd jedynosci takiego przedstawienia jest analogiczny jak w dowodzie twierdze-

nia 5.
O

Liczby naturalne mozemy dodawa¢ i mnozy¢, otrzymujac w wyniku tych operacji
takze liczby naturalne. Podobnie wielomiany mozna dodawaé¢ i mnozy¢, otrzymujac
w wyniku tych operacji takze wielomiany. Przy dzieleniu liczb naturalnych przez
siebie ogolnie dostajemy liczbe wymierng, nie zawsze catkowita. Mianowicie dla
kazdych dwoéch liczb naturalnych n,m, gdzie m # 0

n=km+r,

gdzie k, r sa liczbami naturalnymi oraz 0 < r < m (r - reszta z dzielenia n przez m).
Podobnie rzecz sie ma dla wielomianow. Mianowicie, jesli w(z) i v(z) sa wielomiana-
mi w dziedzinie zespolonej, to dla pewnych jednoznacznie okre§lonych wielomianéw
u(z) i r(z), gdzie zadamy, aby deg(r(z)) < deg(v(z)), zachodzi réwnosé
w(z) = u(z)v(z) +r(2).
Oczywiscie, gdy m < n wystarczy przyjac¢ u(z) =01 r(z) = w(z).
Zachodzenie tego wzoru i dobdr wielomianéw wu(z) i r(z) wynikaja z algorytmu
dzielenia wielomianéw, ktory teraz omoéwimy. Niech
w(2) = anz™ + ap 12"+ ...+ a1z +ag
i niech
V(2) = 2™ 4+ 12" a2 + ag,
gdzie a,, # 0, b, # 0. Zalozmy takze, ze n > m.
Pomnézmy wielomian v(z) przez P, (2) = z
zenia dostajemy wielomian

MG, /. W wyniku tego mno-

Am—10n — a1Gnp — Qoln _
P 1_’_“-_’_ P m+1_~_ Lnmm.

P = a,2"
—m (2)0(2) = an2"™ + - o o
Zauwazmy teraz, ze odejmujac wielomian P,_,,(z)v(z) od wielomianu w(z), do-

staniemy wielomian stopnia nie wiekszego niz n—1 (bo sktadnik a,, 2" sie redukuje).



Oznaczmy wspétczynniki tego wielomianu przez b;:
W(2) = Ppom(2)0(2) = bp_12" 1 4 by 02" "2 4.+ brz + bo.

(Oczywiscie moze sie zdarzy¢, ze b,_; = 0, co bedzie prowadzié¢ do "pustego" kroku
w algorytmie; co jednak nie koliduje z ogdélnym opisem algorytmu). Pomnézmy
wielomian v(2) przez Pn_m_1(2) = 2" " b, 1/a,;,. W wyniku tego mnozenia
dostajemy wielomian

QU —1bp— a1by,— b —
Pn—m—l(Z)U(Z) — bn_lznfl_sznfl_'_' . .+$Z"*m+wz7¢*m*1.

(677 Qm Om,
Zauwazmy teraz, ze odejmujac wielomian P,_,,_1(z)v(z) od wielomianu w(z) —
P,_m(2)v(2), dostaniemy wielomian stopnia nie wiekszego niz n — 2:
w(z) — Poem(2)v(2) = Ph—m—1(2)v(2) = Cno22""2 4 e 32" P 4. F ez +

(Oczywiscie moze sie zdarzy¢, ze ¢,—2 = 0, co bedzie prowadzié¢ do "pustego" kroku
w algorytmie; to jednak nie koliduje z ogélnym opisem algorytmu).

Postepujemy tak dalej, az ostatecznie uzyskamy w wyniku kolejnych odejmowan
wielomian

r(2) = w(2) = Poem(2)v(2) — Ph—m—1(2)v(2) — ... — Pyv(z)
stopnia mniejszego niz m. Przyjmujac
w(z) = Po—m(2) + Po—m—1(2) + ... + Po,
dostajemy ostatecznie
w(z) = v(z)u(z) + r(z).
Wielomian r(z) nazywamy resztq z dzielenia wielomianu w(z) przez wielomian v(z).

Jesli r(z) = 0, to moéwimy, ze wielomian w(z) jest podzielny przez wielomian v(z)
lub, 7ze wielomian v(z) dzieli wielomian w(z).

Przesledzmy teraz dzialanie powyzszego algorytmu na przykladzie.

Przyktad. Podzielmy wielomian w(z) = 2° — 32% + 22 — 4 przez wielomian v(z) =
2% —2.

240244322 4+22400—-4:22-2=224+52+1
2° — 223

5234+ 22 +0z—4

523 — 10z
224+102—4
22 -2
10z — 2

W powyizszej operacji mamy: P3(z) = 23, Pa(z) = 0, Pi(z) = 5z, Py(z) = 1,
uw(z) =23 +52+11ir(z) =102 — 2.



Zadanie 4. Wykona¢ nastepujace dzielenia wielomianow:
a) 225 —2: 23

b) iz% — 2t +i2% — 222 + (1 + i)z — 2:42% — 4

c) 24 — 62 —2i:2% -2

d) 25 —22:2-1.

Zadanie 5. Niech a € C bedzie pierwiastkiem pewnego wielomianu v(z). Pokazad,
ze jesli w(z) jest wielomianem w dziedzinie zespolonej i r(z) jest resztg z dzielenia
wielomianu w(z) przez wielomian v(z), to w(a) = r(a). Co mozna powiedzie¢ o
r(2), gdy r(z) jest reszta z dzielenia w(z) przez z — a?

Zadanie 6. Znalez¢ wszystkie pierwiastki wielomianu w(z) = 2% + 222 — 3. Wsk.:
jeden pierwiastek tatwo odgadnaé.

Zadanie 7. Dlaczego wielomian n-tego stopnia nie moze mie¢ wiecej niz n pierwiast-
kow?

Zadanie 8. Udowodni¢, ze jesli wielomian w(z) ma pierwiaski zespolone « i @ i pozo-
stale same pierwiastki rzeczywiste, to istnieje stata zespolona ¢, taka, ze wielomian
cw(z) ma wszystkie wspotczynniki rzeczywiste.

Zadanie 9. Pokaza¢, ze wielomian stopnia nieparzystego o wspoétczynnikach rzeczy-
wistych musi mie¢ przynajmniej jeden pierwiastek rzeczywisty.

Zadanie 10. Pokazaé, ze jesli w(z) i v(2) sa wielomianami, to przedstawienie w(z) =
u(z)v(z) + r(z), gdzie deg(r(z)) < deg(v(z)), jest jednoznaczne (chodzi o jedno-
znaczno$é¢ doboru wielomianow wu(z) i r(z)).



