
ALGEBRA LINIOWA Z GEOMETRI� ANALITYCZN�

WYK�AD 6

(wykªad poª¡czony z ¢wiczeniami)
2021/22

MACIERZE

Macierz¡ rzeczywist¡ (zespolon¡) wymiaru m × n, gdzie m,n ∈ N, nazywamy prostok¡tn¡ tablic¦
zªo»on¡ z mn liczb rzeczywistych (zespolonych) ustawionych w m wierszach i n kolumnach. Bardziej
formalnie: jest to funkcja ze z produktu kartezja«skiego {1, 2, . . . ,m} × {1, 2, . . . , n} w zbiór liczb
rzeczywistych (zespolonych): a : {1, 2, . . . ,m} × {1, 2, . . . , n} → R (a : {1, 2, . . . ,m} × {1, 2, . . . , n} →
C). Warto±¢ a(i, j) = ai,j to element tablicy le»¡cy w i-tym wierszu i j-tej kolumnie. Tak¡ macierz
zapisujemy w formie [ai,j ]1≤i≤m;1≤j≤n, lub, je±li liczba kolumn i wierszy jest znana, po prostu jako
[ai,j ].

Podane poni»ej macierze:

A =

 1 0 −1
2 1 −4
−3 0 2

 , B =

 1− i
2i

−1 + 3i


maj¡ odpowiednio wymiary 3× 3, 3× 1, 2× 2. Macierz A jest rzeczywista, macierz B jest zespolona.

Macierz¡ zerow¡ wymiaru m×n, nazywamy macierz tego wymiaru, której wszystkie elementy s¡ równe
0.

0 = 0m×n =


0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
. . . . . .
0 0 . . . 0


Macierz¡ kwadratow¡ wymiaru n×n nazywamy macierz której liczba wierszy i liczba kolumn wynosz¡ n.
Elementy macierzy, które maj¡ ten sam numer wierszy co kolumny, tworz¡ gªówn¡ przek¡tn¡ macierzy.

a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . .
an1 an2 . . . ann


Macierz trójk¡tna dolna to macierz kwadratowa stopnia n ≥ 2, w której wszystkie elementy stoj¡ce
nad gªówn¡ przek¡tn¡ s¡ równe 0. 

a11 0 . . . 0
a21 a22 . . . 0
. . . . . .
an1 an2 . . . ann


Analogicznie okre±lamy macierz trójk¡tn¡ górn¡.

a11 a12 . . . a1n
0 a22 . . . a2n
. . . . . .
0 0 . . . ann


Macierz diagonalna to macierz kwadratowa stopnia n, w której wszystkie elementy nie stoj¡ce na

gªównej przek¡tnej s¡ równe 0. 
a11 0 . . . 0
0 a22 . . . 0
. . . . . .
0 0 . . . ann


Macierz diagonaln¡ stopnia n, w której wszystkie elementy gªównej przek¡tnej s¡ równe 1, nazywamy
macierz¡ jednostkow¡.

In =


1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
. . . . . .
0 0 . . . 1


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Zde�niujemy teraz podstawowe dziaªania na macierzach.

Niech A = [aij ] i B = [bij ] b¦d¡ macierzami wymiaru m×n. Sum¡ (ró»nic¡) macierzy A i B nazywamy
macierz C = [cij ], której elementy s¡ okre±lone wzorem

cij = aij ± bij

dla 1 ≤ i ≤ m oraz 1 ≤ j ≤ n, czyli C = A±B:
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . .

am1 am2 . . . amn

±


b11 b12 . . . b1n
b21 b22 . . . b2n
. . . . . .

bm1 bm2 . . . bmn



=


a11 ± b11 a12 ± b12 . . . a1n ± b1n
a21 ± b21 a22 ± b22 . . . a2n ± b2n

. . . . . .
am1 ± bm1 am2 ± bm2 . . . amn ± bmn

 .

Zadanie 1. Obliczy¢ sum¦ i ró»nic¦ podanych macierzy

A =

[
1 0 −1
2 1 −4

]
, B =

[
1 2 3
−4 −5 −2

]
.

Okre±limy teraz operacj¦ mno»enia macierzy przez liczb¦. Niech A = [aij ] b¦dzie macierz¡ wymiaru
m × n oraz niech α b¦dzie liczb¡ rzeczywist¡ lub zespolon¡. Iloczynem macierzy A przez liczb¦ α
nazywamy macierz B = [bij ], której elementy s¡ okre±lone wzorem

bij = αaij

dla 1 ≤ i ≤ m oraz 1 ≤ j ≤ n, czyli B = αA:

α


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . .

am1 am2 . . . amn

 =


αa11 αa12 . . . αa1n
αa21 αa22 . . . αa2n
. . . . . .

αam1 αam2 . . . αamn

 .

Zadanie 2. Obliczy¢ iloczyny podanych macierzy i liczb:

a) α = 3
4 , A =

 −4 −8 −24
−8 12 −12
16 0 4

 , b) α = 1− i, B =

[
i 0 3 + 2i 5

1 + i 2 −3i 1− i

]
.

Twoerdzenie 10. Niech A,B,C bed¡ dowolnymi macierzami rzeczywistymi (zespolonymi) tego
samego wymiaru oraz niech α, β bed¡ liczbami rzeczywistymi (zespolonymi). Wtedy

1. A+B = B +A;

2. A+ (B + C) = (A+B) + C;

3. A+ 0 = 0 +A = A;

4. A+ (−A) = 0;

5. α(A+B) = αA+ αB;

6. (α+ β)A = αA+ βA;

7. 1 ·A = A;

8. (αβ)A = α(βA).
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Zadanie 3. Udowodni¢ wszystkie punkty z powy»szego twierdzenia.

Zadanie 4 Dla macierzy A =

[
1 2 0
0 3 −1

]
, B =

[
−1 1

2 1
1 2 0

]
a) obliczy¢ 5(A+ 2B) + 4(2A−B).

b) Rozwi¡za¢ równanie macierzowe 3(A+X) + 5(3X +B) = A−B:

Zde�niujemy teraz iloczyn macierzy.

Niech A = [aij ] b¦dzie macierz¡ wymiaru m× n i B = [bij ] b¦dzie macierz¡ wymiaru n× k. iloczynem
macierzy A i B nazywamy macierz C = [cij ] wymiaru m× k, której elementy s¡ okre±lone wzorem

cij = ai1 ± b1j + ai2 ± b2j + . . .+ ain ± bnj

dla 1 ≤ i ≤ m oraz 1 ≤ j ≤ k, (piszemy C = A ·B = AB).

Przykªad. Dla macierzy

A =

[
2 1 5
−1 3 −2

]
i B =

 3
−1
2

 mamy

AB =

[
2 · 3 + 1 · (−1) + 5 · 2

−1 · 3 + 3 · (−1) +−2 · 2

]
=

[
15
−10

]
.

Przykªad. Dla macierzy

A =


1 0
2 3
0 −1
4 −3

 , B =

[
−1 2
3 −5

]
mamy

AB =


1 · (−1) + 0 · 3 1 · 2 + 0 · (−5)
2 · (−1) + 3 · 3 2 · 2 + 3 · (−5)

0 · (−1) + (−1) · 3 0 · 2 + (−1) · (−5)
4 · (−1) + (−3) · 3 4 · 2 + (−3) · (−5)

 =


−1 2
7 −11
−3 5
−13 23

 .

Zadanie 5. Dla macierzy

A =

[
i i

1− i 0

]
, B =

[
−i 1 + i
0 2

]
obliczy¢ ich iloczyn AB.

Nastepuj¡ce twierdzenie orzeka o podstawowych wªasnosciach iloczynu macierzy

Twierdzenie 11.

1. Niech macierz A ma wymiar m× n, a macierze B i C wymiar n× k. Wówczas

A(B + C) = AB +AC.

2. Niech macierze A i B maj¡ wymiar m× n, a macierz C wymiar n× k. Wówczas

(A+B)C = AC +BC.

3. Niech macierz A ma wymiar m× n, a macierz B wymiar n× k oraz α b¦dzie liczb¡ rzeczywist¡
lub zespolon¡. Wówczas

A(αB) = (αA)B.

4. Niech macierz A ma wymiar m × n, macierz B wymiar n × k oraz macierz C wymiar k × l.
Wówczas

(AB)C = A(BC).
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5. Niech macierz A ma wymiar m× n. Wówczas

ImA = AIn = A.

Zadanie 6. Udowodni¢ wszystkie punktu powy»szego twierdzenia. Wsk.: Aby udowodni¢ równo±¢
macierzy [ai,j ] i [bi,j ] o tym samym rozmiarze m× n, wystarczy pokaza¢, »e ai,j = bi,j dla kazdej pary
liczb i, j gdzie 1 ≤ i ≤ m i 1 ≤ j ≤ n.

Zadanie 7. Znale¹¢ macierze A 6= 0 i B 6= 0 rozmiaru 2× 2 takie, aby AB = 0.

Przykªad. Rozwi¡»emy nast¦puj¡ce równanie macierzowe:

X

 2 0 0
0 2 0
0 0 2

−
 5 0 0

0 5 0
0 0 5

X =

 −3 0 6
0 9 3
0 15 −12

 .
Powy»sze równanie jest rownowa»ne równaniu (dlaczego?):

2X − 5X = −3X = 3

 −1 0 2
0 3 1
0 5 −4

 .
Zatem X =

 1 0 −2
0 −3 −1
0 −5 4

 .

Przykªad. Niech A =

[
2 2
1 1

]
. Wyprowadzimy wzór na An, gdzie n ∈ N. Najpierw obliczymy

A2 =

[
2 2
1 1

] [
2 2
1 1

]
=

[
6 6
3 3

]
= 3

[
2 2
1 1

]
. Analogicznie:

A3 = A2 ·A = 3

[
2 2
1 1

] [
2 2
1 1

]
= 3 · 3

[
2 2
1 1

]
= 32

[
2 2
1 1

]
.

St¡d wnioskujemy, »e An = 3n−1

[
2 2
1 1

]
. Trzeba to jeszcze udowodni¢ indukcyjnie. Pierwszy krok

indukcyjny ju» jest zrobiony, bo dla n = 1 hipoteza jest prawdziwa. Teraz udowodnimy zachodzenie
implikacji: T (n)⇒ T (n+ 1):

An+1 = An ·A = 3n−1

[
2 2
1 1

]
·
[

2 2
1 1

]
= 3n−1 · 3 ·

[
2 2
1 1

]
= 3n ·

[
2 2
1 1

]
,

co nale»aªo dowie±¢. Zatem na mocy zasady indukcji matematycznej i przeprowadzonego rozumowania,
wzór zachodzi dla ka»dej liczby naturalnej n.

Niech macierz A = [aij ] ma wymiar m×n. Macierz¡ transponowan¡ do macierzy A nazywamy macierz
B = [bij ] wymiaru n×m, której elementy okre±lone s¡wzorem:

bij = aji,

gdzie 1 ≤ i ≤ n oraz 1 ≤ j ≤ m. Macierz transponowan¡ do macierzy A oznaczamy przez AT .

Zadanie 8. Dla macierzy z zadania 1 znale»¢ macierze do nich transponowane.

Twierdzenie 12.

1. Niech macierz A i B maj¡ wymiar m× n. Wówczas

(A+B)T = AT +BT .

2. Niech macierz A ma wymiar m× n oraz α b¦dzie liczb¡ rzeczywist¡ lub zespolon¡. Wówczas

(AT )T = A oraz (αA)T = αAT .
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3. Niech macierz A ma wymiar m× n, macierz B wymiar n× k. Wówczas

(AB)T = BTAT .

4. Niech A b¦dzie macierz¡ kwadratow¡ oraz niech r ∈ N. Wówczas

(Ar)T = (AT )r.

Zadanie 9. Udowodni¢ wszystkie punkty twierdzenia 12.

Macierz kwadratowa A jest symetryczna, gdy

AT = A.

Macierz kwadratowa A jest antysymetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy

AT = −A.

Z powy»szej de�nicji wynika, »e macierz jest symetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy elementy
poªo»one symetrycznie wzgl¦dem gªównej przek¡tnej s¡ sobie równe. Natomiast macierz jest an-
tysymetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy elementy poªo»one symetrycznie wzgl¦dem gªównej przek¡tnej
ró»ni¡ si¦ tylko znakiem, a elementy gªównej przek¡tnej s¡ równe 0.

Przykªad macierzy symetrycznej:

[
2 −1
−1 3

]
.

Przykªad macierzy antysymetrycznej:

 0 2 −1
−2 0 4
1 −4 0

 .
Zadanie 10. Czy iloczyn macierzy symetrycznych jest macierz¡ symetryczn¡?
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