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MACIERZE

Macierzq rzeczywista (zespolona) wymiaru m x n, gdzie m,n € N, nazywamy prostokatna tablice
ztozong z mn liczb rzeczywistych (zespolonych) ustawionych w m wierszach i n kolumnach. Bardziej
formalnie: jest to funkcja ze z produktu kartezjanskiego {1,2,...,m} x {1,2,...,n} w zbior liczb
rzeczywistych (zespolonych): a: {1,2,...,m} x {1,2,...,n} =R (a:{1,2,...,m} x {1,2,...,n} —
C). Warto$¢ a(i,j) = a;; to element tablicy lezacy w i-tym wierszu i j-tej kolumnie. Takg macierz
zapisujemy w formie [a; ;j]1<i<mii<j<n, lub, jesli liczba kolumn i wierszy jest znana, po prostu jako

[a;,j]-

Podane ponizej macierze:

1 0 -1 1—i
A=| 2 1 -4, B= 2
-3 0 2 —1+ 3i

majg odpowiednio wymiary 3 x 3, 3 x 1, 2 x 2. Macierz A jest rzeczywista, macierz B jest zespolona.

Macierzg zerowg wymiaru m X n, nazyway magcierz tego wymiaru, ktorej wszystkie elementy sa réwne
0.

00 ... 0
0= 0., = 00 ... 0
00 ... 0

Macierzg kwadratowg wymiaru nxXn nazywamy macierz ktorej liczba wierszy i liczba kolumn wynosza n.
Elementy macierzy, ktére maja ten sam numer wierszy co kolumny, tworza gltowng przekgtng macierzy.

a1 ai12 e QA1n
a1 a9 e A9n
an1 an2 cee Qpn

Macierz trojkgtna dolna to macierz kwadratowa stopnia n > 2, w ktérej wszystkie elementy stojace
nad gléwna przekatna sa réwne 0.

ail 0 e 0
as1 a2 ... 0
anl1 An2 ... Qnn

Analogicznie okre§lamy macierz tréjkgtng gorng.

aixr a2 ... Qin
0 az29 ... Q2p
0 0 ... apn

Macierz diagonalna to macierz kwadratowa stopnia n, w ktérej wszystkie elementy nie stojace na
glownej przekatnej sa réwne 0.

ail 0 N 0
0 a2 0
0 0 Ann

Macierz diagonalng stopnia n, w ktorej wszystkie elementy gtéwnej przekatnej sa rowne 1, nazywamy
macierzq jednostkowq.

10 ... 0
I, = 0 1 0
00 ... 1



Zdefiniujemy teraz podstawowe dzialania na macierzach.

Niech A = [a;5] i B = [b;;] beda macierzami wymiaru m x n. Sumga (réznica) macierzy A i B nazywamy
macierz C' = [¢;;], ktorej elementy sg okreslone wzorem

C,’j = aij + bij

dlal<i<moraz1<j<n,czyi C=A+B:

ai1 ai2 N A1n b11 b12 e bln
a1 G22 ... Q2pn + bor b ... bop
aml Am2 ... (mn bml bm2 oo bmn
a1 + b11 ai12 + blg e A1n + bln
_ a21 + b21 a2 + b22 N agn + bgn
Am1 + bml Am?2 + bmg cee Qmn + bmn

Zadanie 1. Obliczy¢ sume i réznice podanych macierzy

1 0 -1 1 2 3
A_{Ql —4]’ B_{—Al -5 —2]'
Okreslimy teraz operacje mnozenia macierzy przez liczbe. Niech A = [a,;] bedzie macierza wymiaru

m X n oraz niech « bedzie liczby rzeczywisty lub zespolonag. Iloczynem macierzy A przez liczbe o
nazywamy macierz B = [b;;], ktorej elementy sa okreslone wzorem

bij = aaij
dlal1<i<moraz 1 <j<n,czyli B=aA:
ail a12 e QA1n aall aal2 . AQ1np
a a1 a22 N a9on . (670558 aa922 . [6705,7°%
Am1 Am2 ... Qmn Am1 AAp2 ... OGmynp

Zadanie 2. Obliczy¢ iloczyny podanych macierzy i liczb:

4 -8 -2 . .
) a=3 A=| -8 12 —12 |, ba=1-i B=| |, o °LH O
16 0 4

Twoerdzenie 10. Niech A, B,C beda dowolnymi macierzami rzeczywistymi (zespolonymi) tego
samego wymiaru oraz niech a, 8 beda liczbami rzeczywistymi (zespolonymi). Wtedy

1. A+ B=DB+ 4;

2. A+ (B+C)=(A+B)+C;
A+0=0+A=4;

A+ (-A)=0;

a(A+ B) =aA+ aB;

(a+ B)A = aA+ BA4;
1-A=A;

(af)A = a(BA).

® N oo W



Zadanie 3. Udowodnié¢ wszystkie punkty z powyzszego twierdzenia.

. . _[1r 2 o -1 i
Zadan1e4Dlama01erzyA_{O 3 _1], B_{ 1 3 0]

a) obliczy¢ 5(A + 2B) + 4(2A — B).
b) Rozwiaza¢ rownanie macierzowe 3(A+ X) +5(3X + B) = A — B:

Zdefiniujemy teraz iloczyn macierzy.

Niech A = [a;;] bedzie macierzg wymiaru m x n i B = [b;;] bedzie macierza wymiaru n x k. iloczynem
macierzy A i B nazywamy macierz C' = [¢;;] wymiaru m X k, ktorej elementy sa okreslone wzorem

Cij = ain £ b1y + a2 T boj + ...+ aip T by
dlal <i<moraz 1l <j <k, (piszemy C =A-B=AB).

Przyktad. Dla macierzy

3
21 ) .
A—{_l 3 _2} i B= —; mamy

1 0
2 3 -1
A= 0 —1 ,B:[ 3 _5}mamy

4 -3
1-(-1)+0-3 1-2+0-(=5) -1 2
AB — 2-(-1)+3-3 2-243-(-5) | _ 7 —11
Tl 0 (=) +(=1)-3 0-2+(-1)-(=H) -3 5
4-(=1)+(-3)-3 4-24(=3)-(-5) —-13 23

Zadanie 5. Dla macierzy

_ (A’ =i 1+ D
A_{li 0}73—[ 0 2]obhczy(zlch1loczynAB.

Nastepujace twierdzenie orzeka o podstawowych wtlasnosciach iloczynu macierzy
Twierdzenie 11.

1. Niech macierz A ma wymiar m X n, a macierze B i C' wymiar n x k. Wowczas

A(B+C) = AB + AC.

2. Niech macierze A i B maja wymiar m X n, a macierz C wymiar n x k. Wowczas

(A+ B)C = AC + BC.

3. Niech macierz A ma wymiar m X n, a macierz B wymiar n X k oraz « bedzie liczbg rzeczywista
lub zespolong. Wowczas
A(aB) = (aA)B.

4. Niech macierz A ma wymiar m X n, macierz B wymiar n X k oraz macierz C' wymiar k X [.
Woéwczas
(AB)C = A(BQ).



5. Niech macierz A ma wymiar m X n. Wowczas

I,A=AlL, = A.

Zadanie 6. Udowodni¢ wszystkie punktu powyzszego twierdzenia. Wsk.: Aby udowodni¢ réwnoscé
macierzy [a; ;] i [b;,;] 0 tym samym rozmiarze m X n, wystarczy pokazaé, ze a; ; = b; ; dla kazdej pary
liczb 4,5 gdzie 1 <i<mil<j<n.

Zadanie 7. Znalez¢ macierze A £ 01 B # 0 rozmiaru 2 X 2 takie, aby AB = 0.

Przyklad. Rozwiazemy nastepujace rownanie macierzowe:

200 5 00 -3 0 6
X|0 2 0]—-]050]|X= 0 9 3
0 0 2 0 0 5 0 15 —12
Powyzsze rownanie jest rownowazne réwnaniu (dlaczego?):
-1 0 2
2X -5X=-3X=3 0 3 1
0 5 —4
1 0 -2
Zatem X =| 0 -3 -1
0 -5 4
Przyktad. Niech A = % ] . Wyprowadzimy wzér na A", gdzie n € N. Najpierw obliczymy

1
272 27 _ 2 2] _ o[22
1 [1 1]_3'3[1 1]_3[1 1]'

} . Trzeba to jeszcze udowodni¢ indukcyjnie. Pierwszy krok
1

2
1
6
{3

AZ—WH??]

A3

=3 [ 2 ? ] . Analogicznie:

Stad wnioskujemy, ze A" = 371 [
indukcyjny juz jest zrobiony, bo dla
implikacji: T'(n) = T(n + 1):

hipoteza jest prawdziwa. Teraz udowodnimy zachodzenie

1 1 11 11 11

co nalezalo dowie§¢. Zatem na mocy zasady indukcji matematycznej i przeprowadzonego rozumowania,
wzor zachodzi dla kazdej liczby naturalnej n.

Niech macierz A = [a,;] ma wymiar m x n. Macierzq transponowang do macierzy A nazywamy macierz
B = [b;;] wymiaru n x m, ktorej elementy okreslone sawzorem:

bij = ajq,
gdzie 1 <i < noraz 1 < j < m. Macierz transponowang do macierzy A oznaczamy przez AT.
Zadanie 8. Dla macierzy z zadania 1 znalez¢ macierze do nich transponowane.
Twierdzenie 12.
1. Niech macierz A i B majg wymiar m x n. Wowczas

(A+B)T = AT + BT,

2. Niech macierz A ma wymiar m X n oraz « bedzie liczba rzeczywista lub zespolona. Wéwczas

(ATYT = A oraz (aA)T = aAT.



3. Niech macierz A ma wymiar m X n, macierz B wymiar n X k. Wowczas
(AB)T = BT AT,
4. Niech A bedzie macierza kwadratowa oraz niech r € N. Wéwczas

(Ar)T _ (AT)’I".

Zadanie 9. Udowodni¢ wszystkie punkty twierdzenia 12.

Macierz kwadratowa A jest symetryczna, gdy
AT = A,

Macierz kwadratowa A jest antysymetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy
AT = —A.

Z powyzszej definicji wynika, ze macierz jest symetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy elementy
polozone symetrycznie wzgledem glownej przekatnej sa sobie réwne. Natomiast macierz jest an-
tysymetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy elementy polozone symetrycznie wzgledem gtéwnej przekatnej
réznig sie tylko znakiem, a elementy gtéwnej przekatnej sa rowne 0.

Przyktad macierzy symetrycznej: _? _:1))
0o 2 -1
Przyklad macierzy antysymetrycznej: | —2 0 4
1 -4 0

Zadanie 10. Czy iloczyn macierzy symetrycznych jest macierza symetryczng?



