ALGEBRA LINIOWA Z GEOMETRIA ANALITYCZNA

WYKLAD 7
(wyklad potaczony z ¢wiczeniami)
2021/22
WYZNACZNIKI
Permutacja zbioru I,, = {1,2,...,n} nazywamy kazda funkcje réznowartosciowa

z I, na I,. Zbiér wszystkich permutacji zbioru I,, oznaczamy przez S,. Niech 7
bedzie permutacja z S, . Zwyczajowo permutacje 1 zapisujemy w postaci

”:<n<11> )@ ngz))

n=(n(1),n(2),...,n(n)).
Oczywiscie na permutacje zbioru I, = {1,2,...,n} mozemy patrze¢ jak na pewne
przestawienie elementow ciagu (1,2,...,n): na pierwszym miejscu ustawiamy (1),
na drugim 7n(2), itd, w konicu na n-tym n(n).

lub po prostu

Rozwazmy nastepujaca funkcje n : Is — I3: n(1) = 1,7(2) = 3,7n(3) = 2. Oczywiscie
71 jest permutacja i mozemy ja zapisacé jako

(123
T=\1 1 3 2

n=1(1,3,2).

lub jako

Zadanie 1. Pokazac, ze wszystkich permutacji zbioru I, jest n!; innymi stowy, ze
|Sn| = nl.

Zadanie 2. Wypisa¢ wszystkie permutacje zbioru Iy.

Nieporzgdkiem w permutacji n € S, nazywamy kazda pare liczb 1 < i < 7 < n
taka, ze n(i) > n(j). Jesli permutacja ma parzysta liczbe nieporzadkéw, nazywa-
my ja permutacjqg parzystq, jeSli ma nieparzysta liczbe nieporzadkéw - permutacjq
nieparzystq.

Znakiem permutacji p, sgn(p) jest liczba 1, jesli p jest permutacja parzysta, lub
liczba —1, jesli p jest permutacja nieparzysta.

Zadanie 3. Wskazaé, ktore permutacje z Sy sa parzyste, a ktére nieparzyste.

Zadanie 4. Pokazaé, ze jesli n > 1, to permutacji parzystych jest tyle samo co
nieparzystych (tzn. n!/2) Wsk.: zauwazy¢, ze zamiana dwoch pierwszych elementow
ciagu n = (n(1),7(2),...,n(n)) zmienia permutacje parzysta na nieparzysta i na
odwrot.



Transpozycjg permutacji p € S, nazywamy taka permutacje p; ; gdzie dla pewnej
ustalonej pary liczb 1 < i < j < n p*(Q) = p(j) i p*(j) = p(i), i dla wszystkich
liczb k réznych od i, j p* (k) = p(k). Transpozycje identycznosci, w wiec permutacje
m;,; taka, ze m; ;(i) = j, m; ;(j) = i, a poza tym m; ;(k) = k dla wszystkich liczb k
réznych od 4, j. nazywamy po prostu transpozycjqg.

Zadanie 5. Pokazac¢, ze jedli p; ; jest transpozycja permutacji p, to p; ; jest zlozeniem
permutacji p i pewnej transpozycji.

Twierdzenie 13. Kazda transpozycja zmienia parzysto$¢ permutacji.

Dowdd. Niech 1 < i < j < n. Oznaczmy przez P;, N; liczbe odpowiednio porzadkéow
i nieporzadkéw w permutacji p dla par i, s, gdzie 1 < s < j, a przez P;, N; liczbe
odpowiednio porzadkéw i nieporzadkéw dla par s, j, gdzie ponownie i < s < j.
Oznaczmy przez P;, N; liczbe odpowiednio porzadkéw i nieporzadkéw w permutacji
pi,; dla par i,s, gdzie ¢ < s < j, a przez PjJVj liczbe odpowiednio porzadkéw i
nieporzadkéw dla par s, j, gdzie ponownie i < s < j. Zauwazmy, ze po zmianie p na
pi,; tylko porzadki i nieporzadki miedzy elementami ¢, j oraz elementami ¢ < s < j
moga ulec zmianie. Mamy

P+ N;=Pj+N;=j—i—1

oraz

i
‘M.I

AR

)

22X =2 m
1

Laczna liczba nieporzadkow dla par 4,s, i dla par s,7j, gdzie i < p(s) < j,dla
permutacji p wynosi

N+ N; =20 —i—1) = (Pi+ P) =2(j —i— 1) — (N; + Ny),
a zatem parzysto$¢ sum tych nieporzadkdéw jest taka sama, bowiem lacznie daja
liczbe parzysta:
(Ni + Nj) + (Nj + N;) =2(j —i —1).

Dochodzi jednak lub ubywa nieporzadek dla pary i, 7, bowiem zamieniamy miej-
scami p(i) 1 p(j). Ostatecznie liczba wszystkich nieporzadkéw zmienia parzystosé
po przejsciu od permutacji p do permutacji p; ;.

O

Zadanie 6. Pokaza¢, ze kazda permutacja parzysta (nieparzysta) jest zlozeniem
parzystej (nieparzystej) liczby transpozycji. Wsk.: Zaczaé¢ od identycznosci i prze-
stawia¢ pary w permutacjach, az dojdziemy do naszej rozwazanej permutacji i sko-
rzysta¢ z zadania 5 (kazde przestawienie pary elementéw odpowiada ztozeniu z
transpozycja).

Zadanie 7. Pokazaé¢, ze permutacje parzyste zbioru {1,2...,n} tworza grupe (a
wiec sg podgrupa S,). W szczegolnosci permutacja odwrotna do danej ma ten sam
znak.
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Definicja wyznacznika opiera sie istotnie na pojeciach permutacji i parzystosci per-
mutacji. Rozwazmy zaspolona macierz kwadratowa:

ail ai12 e QA1n

a a Lo a
A= 21 22 2n

an1  ap2 cee Qpn

Wyznacznikiem macierzy A, oznaczanym przez det(A) lub przez

ail a2 N QA1n
a1 Q22 ... dQ2n
apl Ap2 ... Qpp
nazywamy liczbe
air a2 ... Qin
a1 a292 ... Qop .
det(A) = = E Sgn(p)a‘lp(l)a2p(2) -+ - Qpp(n)-
PESH
an1 an2 cee Qpp

Przyktad. Dla n = 2 mamy tylko dwie permutacje:

. 1 2
1d2<12)

oraz
(102
P=\2 1)
Mamy sgn(ids) = 1 (nie ma nieporzadkéow) i sgn(p) = —1 (jeden nieporzadek).
Zatem
i = a11G22 — @12021
a1 a2 '

Przyktad. Dla n = 3 mamy sze$¢ permutacji:

(123 (12 3 (1 2 3
W=l 1 23 )P~ 23 1) 727312
(123 (1 2 3 (1 2 3
PpP=\3 21 )P~ \213)P" 13 2)

Mamy sgn(ids) = 1 (nie ma nieporzadkéw) i sgn(p;) = 1 (dwa nieporzadki),
sgn(p2) = 1 (dwa nieporzadki), sgn(ps) = —1 (trzy nieporzadki), sgn(ps) = —1
(jeden nieporzadek), sgn(ps) = —1 (jeden nieporzadek).

Mamy wiec:
a1 aiz2 ais

a1 Q22 daz23 | =
as; agz ass3



11022033 + 12023031 + A13G21A32 — G13A22031 — Q11023032 — G12021033-

Tak wiec po rozszereniu macierzy o dwie pierwsze kolumny iloczyny elementéw na
niebieskich przekatnych sumujemy ze znakiem dodatnim, a elementéw na czerwo-
nych przekatnych ze znakiem ujemnym:

a1l a2 aiz a1 a2
G21 A22 Aa23 Aa21 422
azi1 azz asz azr as2

aix a2 aiz a1 a2
21 A22 A23 a21 a22
azi1 azz asz azr as2

@11 a2 a3z ail a2
21 Q22 A23 da21 422
a3z1 asz a3z a3z as2

11 a2 a3 ail a2
21 A22 A23 a21 G22
a31 asz G33 a3z AaAs2

a11 a2 aiz aix a2
a21 Ag22 423 a21 a22
a3z1 as2 G33 a3z Aas2

11 a2 aiz aix a2
21 Q22 423 G21 A22
a31 azz a3z asz;p asz

Zadanie 8. Pokazaé, ze dla dowolnej macierzy kwadratowej A zachodzi rownosé

det(A) = det(AT).

Uzyjemy teraz twierdzenie 13, aby wykazaé, ze zamiana wierszy w macierzy kwa-
dratowej zmienia znak wyznacznika.

Twierdzenie 14. Jesli w macierzy kwadratowej A zamienimy wiersz i-ty z j-tym,
to wyznacznik tak otrzymanej macierzy A’ bedzie rowny:

det(A’) = —det(A).

Dowod. Niech A" = [a). ]Ji<rs<n, gdzie a;., = a,, jesli r # i,j oraz aj, = ajs
i aj, = a;s (tzn. wiersz i-ty macierzy A’ to wiersz j-ty macierzy A, a wiersz j-ty
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macierzy A’ to wiersz i-ty macierzy A; poza tym wszystkie wiersze w obu macierzach
sa takie same).

Niech np. i < j. Obliczamy z definicji wyznacznika:

det(A") =

! / ! ! / / / / ! _
Z SEI(P)1 p(1) A2p(2) -+ Wi1p(i= 1) Lip() Lit 1p(i41) *+ Yim1p(i-1)Dip() G4 1p(41) ** Cnp(m) =
PESH

Z SEN(P)a1(1)820(2) - - - Bim1p(i—1) jp(i) it 1p(i+1) - - - Tj—1p(j—1) Fip()) Lj+1p(j+1) - - - Onp(n) =
PESH

D sEn(P)ap(1)A2p(2) -+ G 1p(i-1) Bip() Qi 1p(i41) - - T 1p(—1)jp(6) i 11p(G 1) - - - Cnp(m) =
PESH

Z (=880(P))a15(1)@2p(2) - - - Cim1p(i~1)Gip(§) Dit 1p(i+1) - - - j=1p(i~1) 4 p(3) 4 +1p(G+1) - - - Anp(n) =
PESH

(p = pi,; jest transpozycja permutacji p ze wzgledu na miejsca i i j; zauwazamy

tu takze, ze odwzorowanie p — p; ; odwzorowuje w sposéb 1 — 1 zbiér wszystkich
permutacji S, na S;)

D (=580()arp1)@zp(a) - - - G 1 1) Tip() Lt 1(41) - - - 415G 1) L) G +15(41) - - - Anp(n) =
ﬁesn

— D 58n(P)a1p(1)a25(2) - - - Bi—1p(-1)@ip() Bt 1p(i-41) - - G —1p(—1) Bjp(1) G +15G41) - - Anp(m) =
pESn

= —det(A).

Whioskiem z twierdzenia 14 jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 15. Jesli w macierzy kwadratowej A dwa wiersze sa identyczne, to
wyznacznik tej macierzy jest rowny zeru.

Zadanie 9. Udowodnié¢ twierdzenie 15.

Twierdzenie 16. Niech macierze kwadratowe A = [ay ], A’ = [ajg,l] € My «n r6Znig
sie tylko jednym, powiedzmy i-tym wierszem. Inaczej mowiac: a§€7l = ay, dla k # 1.
Niech C' = [¢x,] bedzie macierza, ktore] w wiersz i-ty jest suma wierszy i-tych
macierzy A1 A’, a pozostale wiersze sa identyczne z wierszami macierzy A (i A).
Inczej moéwiac: ¢;; = ai; + a;)j oraz cp; = QR = a?c)l = ay, dla k # i. Wtedy

det(C) = det(A) + det(A").

Dowdd. Obliczamy:
det(C) =

Z Sgn(ﬁ)clp(1)02p(2) <2 Ci—1p(i—1)Cip(3) Cit+1p(i+1) - - - Cnp(n) =

PESH
Z Sgn(p)alp(l)a2p(2) e ai—lp(i—l)(aip(i) =+ a;p(i))ai-l—lp(i-‘rl) e Qup(n) =
PESn



Z SEN(P)1p(1)A2p(2) - - - Cim1p(i—1)Bip(i) Bit1p(i+1) - - - Cnp(n) T
PESK

Z Sgn(ﬂ)a1p(1)a2p(2) - ai71p(i71)a§p(i)ai+1p(i+1) -+ Qpp(n) =
pPESy
det(A) + det(4).
O

Twierdzenie 17. Jesli w macierzy A € M, «,, pomnozymy jeden wiersz przez stala
«, to wyznacznik tak utworzonej npowej macierzy A’ jest réwny wyznacznkowi
macierzy A pomnozonemu przez o:

det(A’) = adet(A).

Zadanie 10. Udowodni¢ powyzsze twierdzenie.

Operacjg elementarng na macierzy nazywamy zastapienie wiersza, powiedzmy j-
tego, wierszem powstalym przez pomnozenie przaz stata innego wiersza, powiedzmy
i-tego, i dodanie do zastepowanego wiersza (j-tego). Innymi slowy operacja elemen-
tarna na macierzy [ak]1<k i< Dazywamy utworzenie nowej macierzy [a;%l]lgk,lgn,
gdzie aj ; = ax, dla k # j oraz o, = a;+a;, gdzie i # j sa ustalonymi numerami
wierszy.

W dowodzie kolejnego twierdzenia (19) bedziemy korzystaé z nastepujacego faktu.

Zadanie 11. Niech A = [a; ;] € Mypxpn, B = [bij] € Myxn 0, € M,y bedzie
macierzg ztozona z samych zer. Niec D € My, x2, bedzie zdefiniopwana jako (zapis

blokowy)
A C
el

Pokazaé, ze det(D) = det(A)det(B).

Twierdzenie 18. Operacja elementarna nie zmienia wartosci wyznacznika macie-
rzy.

Dowo6d. Niech A = [ag,], A" = [%,z]a gdzie a%’l = ay, dla k # j, a;}l = aa;.
Zatem macierz A’ powstaje z macierzy A przez zastapienie wiersza j-tego i-tym
pomnozonym przez stala a. Zatem na postawie twierdzen 15 i 17: det(A’) = 0.
Macierze A i A’ r6znig sie tylko wierszem j-tym, a wiec, korzystajac z twierdzenia
16, dostajemy dla macierzy C' = [cy,], zdefiniowanej jako cx; = ax; dla k # j i
Cjl = aj1+ a;’l:

det(C) = det(A) + det(A") = det(A) + 0 = det(A).
O

Jednym z podstawowych i najwazniejszych twierdzen algebry wyznacznikéw jest
twierdzenie Cauchy’ego o multyplikatywnosci wyznacznika.

Twierdzenie 19 (Cauchy). Niech A, B € M,,«,,. Wtedy



det(AB) = det(A)det(B).

Dowod. Niech A = [aj]i<ij<n 1 B = [bij]]i<i,j<n. Przeprowadzimy dowod dla
n = 3, jednak idea dowodu ma charakter ogélny i przepisanie dowodu dla dowolnego

n jest tylko kwestig zmiany indekséw. Rozwazmy macierz D € Mo, xan:

D =

bir b1z b1z -1

bar baa bz 0O

b3y bzp b3z 0
0 0 0 ail
0 0 0 a1
0 0 0 asl

0 0
-1 0

0 -1
a12 A13
a2  A23
aszz a33

Przy pomocy operacji elementarnych trzema pierwszymi wierszami "wykasujemy"
wyrazy postaci a;;. Mianowicie: pierwszy wiersz pomnozymy przez a;; i dodamy
do czwartego, pierwszy wiersz pomnozymy przez ao; i dodamy do piatego, pierwszy
wiersz pomnozymy przez as; i dodamy do szostego, drugi wiersz pomnozymy przez
a1z 1 dodamy do czwartego, drugi wiersz pomnozymy przez ase i dodamy do piatego,
drugi wiersz pomnozymy przez ass i dodamy do szostego, trzeci wiersz pomnozymy
przez a3 i dodamy do czwartego, trzeci wiersz pomnozymy przez as3 i dodamy do
piatego, trzeci wiersz pomnozymy przez ags i dodamy do széstego. Nasza macierz
bedzie wtedy miala postaé:

b1y

b21

b3y
a11b11 + a12b21 + a13b31
a21b11 + a22b21 + a23b31
a31b11 + asz2b21 + asszbs1

b12

b2

b3z
a11b12 + a12b22 + a13b32
a21b12 + az2b22 + a23b32
a31bi2 + az2ba2 + azsbsz

b13

bas

b33
a11b13 + a12b23 + a13b3s
a21b13 + a22b23 + az3b33
a31b13 + azz2baz + a3sbss

o oo oo

[e=]

coocol

—_

Zamieniajac miejscami wiersze pierwszy z czwartym, drugi z piatym i trzeci z szé-
stym, otrzymujemy macierz

a11b11 + a12b21 + a13bs1
a21b11 + ag2b21 + a23b31
az1b11 + az2b21 + azzbsy

b11

ba1

bs1

D// —

a11b12 + ai2b22 + a13bs2
a21b12 + ag2b22 + a23b32
az1bi2 + az2b22 + azzbsz

b12
b2
b3z

a11b13 + a12b23 + a13b33
a21b13 + a22b23 + a23b33
a31b13 + azaba3 + azzbss

bis
b3
b33

det(D') = —det(D"),
poniewaz trzy razy zamienialiSmy wiersze miejscami. Zauwazmy, ze gorny lewy rog
3 x 3 zajety jest przez podmacierz bedacg iloczynem macierzy A i B. Macierz D",
zapisana blokowo, ma postaé

(el e M)

o

o O oo

o

o O o

[N ool



D,,:{AB 0; ]

B I,

7 zadania 11 dostajemy:

det(D) = det(B)det(A).
Analogicznie do zadania 11 (lub wrecz korzystajac z zdania 11; jak?) dostajemy

tez
det(D") = det(AB)det(—1I3) = —det(AB),
a poniewaz det(D") = —det(D), ostatecznie dostajemy

det(AB) = det(A)det(B).

|
Jeden ze sposobdéw obliczania wyznacznika, czasami tez bardzo poreczny nume-
rycznie, dany jest przez tzw. rozwiniecie Laplace’a. Najpierw jednak kilka definicji.
Niech dana bedzie macierz kwadratowa A = [a;j]1<i,j<n € Mpxn Jej minorem stop-
nia k (lub tez minorem jej wyznacznika), k < n, nazywamy wyznacznik macierzy
kwadratowej k x k utworzonej z A przez skreslenie n — k wierszy i n — k kolumn
lub, inaczej méwiac pozostawienie elementéw nalezacych wylacznie do jednego z
pewnych k wierszy i jednoczes$nie do jednej z pewnych k kolumn w macierzy A.
Przyktadowo rozwazmy macierz

a11 a2 G113 Q14 Aa1s
a21 A2 A23 G24 425
A= | a3z azx a3z azs ass
A41 Q42 A43 Q44 Q45
as51  As2  G53 A54 455

Skreslamy w tej macierzy druga kolumne i trzecig kolumne i drugi i piaty wiersz.
Uzyskujemy w ten sposéb macierz

ail1 a4 ais
B=| a3 a3 aszs | € Mzys.
(41 Q44 Q45

Wyznacznik tej mecierzy, det(B), jest minorem stopnia 3.

Dopetnieniem algebraicznym elementu ay; macierzy A = [a;;] nazywamy liczbe
My = (—1)F*+det(Ay;) gdzie Ay jest macierza powstata z A przez skreslenie k-
tego wiersza i [-tej kolumny. Przyktadowo, dopelnieniem algebraicznym elementu
a12 w macierzy A bedzie liczba

a21 a2z G224 Q25 a21 a23 G224 Q25
My = (_1)1+2 @31 433 a34 435 | _ | @31 433 a34 435
G41 Q43 Q44 Q45 a41 Q43 Q44 A45
as1 Q53 Q54 As5 as1  Qa53 (as4  As5

Przy pomocy pojecia minora lub dopelnienia algebraicznego, mozna podaé¢ naste-
pujaca metode oblicznia wyznacznika, ktéra ma charakter rekurencyjny - jesli umie-
my oblicza¢ wyznaczniki macierzy kwadratowych stopni mniejszych niz n, przy ich



pomocy mozemy obliczy¢ wyznacznik macierzy stopnia n. Zachodzi mianowicie na-
stepujace twierdzenie.

Twierdzenie 20. Dla macierzy kwadratowej A = [a;;]1<i,j<n 1 dowolnego ustalo-
nego m, 1 < m < n, zachodzi nastepujacy wzor:

det(A) = am 1M1+ amoMpo+ ...+ aman My n

Podany wzor nosi nazwe rozwiniecia Laplace’s wyznacznika det(A) wzgledem k-tego
wiersza macierzy A.

Dowéd. Przyjmijmy najpierw k = 1 (tzn. rozwazmy pierwszy wiersz). Przypomnij-
my, ze wyznacznik det(A) zdefiniowany jest nastepujacym wzorem

det(A) = Z (—1)Sgn(p)a1p(1)a2p(2) <o Gpp(n)-
PESn

Jedli p(1) = k to pozostale czynniki iloczynnu majg postac as,(a) . .. anpn), gdzie
p(j) # k dla wszystkich j > 1. Rozwazmy permutacje p € S, —_1:

. p(i+1) jesli p(i +1) < k

pli) = { p(i+1)—1 jeslip(i+1)> k.
Zauwazmy, ze w permutacji p jest tyle samo nieporzadkéw co w permutacji p mie-
dzy elementami p(2),p(3),...,p(n). Zatem liczba nieporzadkéw permutacji p, to
liczba nieporzadkéw permutacji p plus liczba nieporzadkéw w permutacji p miedzy
elementem p(1) = k, a pozostalymi elementami p(j). Tych ostatnich jest jednak
doktadnie k — 1 (taki nieporzadek pojawia sie zawsze, gdy p(j) < k dla j > 11
tylko wtedy). Zauwazmy tez, ze, rozwazajac wszystkie permutacje p € S, takie,
ze p(1) = k, przy pomocy powyzszego wzoru otrzymamy wszystkie permutacje p z
Sn—1 1 ze nasze odwzorowanie jest p — p jest 1 — 1. Zatem, oznaczajac, jak wyzej,
przez Ajj macierz powstaly z A przez skreslenie pierwszego wiersza i k-tej kolumny,
a takze wprowadzajac oznaczenie agj = a(i4+1); dostajemy, sumujac wylacznie po
tych permutacjach p € S, dla ktoérych p(1) = k:

> () Paggan,) - tnpm) =

pPESn,p(1)=k
aik Z (_1)sgn(p)(_1)k_1a2,ﬁ(1)7a’3,ﬁ(2)a-‘-7an,ﬁ(n71):
PESH-1
a1k Z (71)Sgn(p)(71)16710’/1,;7(1)7a/Q,p(Q)v"'7a/(n—1),ﬁ(n—1):
pPESn—1
ar (=D Y (DDA sy ah sy Gty sty =
PESn_1

alk(—l)kﬂdet(Alk) = a1 M.

Stad, sumujac teraz po wsztkich mozliwych k (jako wartosciach p(1)) dostajemy

det(A) = Y (=1 Pay 1) a0,0) - - - Gpp(n) =
pPESy
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n n
Z Z (_1)Sgn(p)alka2p(2) s Qpp(n) = Z arg Mig.
k=1

k=1 p€Sn,,p(1)=k

Dowodzi to naszej tezy dla rozwiniecia wzgledem pierwszego wiersza.

Zadanie 12. Dokonczyé¢ dowodd, pokazujac, ze wzor z tezy jest prawdziwy dla do-
wolnego m. Wskazowka: Przesunaé¢ w macierzy A m-ty wiersz na pozycje pierwsza
(uwaga! to nie to samo, co zamieni¢ miejscami wiersz pierwszy i m-ty). Tak otrzy-
mang macierz nazwijmy A’. Zauwazy¢, ze A\, = A, .

Zadanie 13. Z zadania 8 wywnioskowac, ze wyznacznik, w taki sam spos6b jak dla
wierszy, mozna obliczaé przez rozwiniecia wzgledem kolumn.



