ALGEBRA 2

WYKELEAD 2
(wyktad potaczony z éwiczeniami)
2021 /22

REPREZENTACJA WEKTORA W BAZIE, ZMIANA BAZY

Niech V bedzie przestrzenia liniowa o skoficzonym wymiarze dim(V') = n. Niech
B = (e1,...,e,) bedzie baza przestrzeni V. To oznacza, ze kazdy wektor v € V
jest kombinacja liniowg wektoréow z bazy B:

V=11 +...0p€n.

Zadanie 1. Pokazaé, ze dla kazdego wektora v € V taka reprezentacja w ustalonej
bazie B jest jednoznaczna.

Wektor v bedziemy reprezentowaé jako kolumne
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gdzie indeks B oznacza, ze wektor v reprezentowany jest w bazie B. Wspotczynniki
ai, ...,y nazywamy wspotrzednymsi wektora v w bazie B.

Niech B’ = (e},..., el ) takze bedzie pewna baza w przestrzeni V. Naszym celem
bedzie teraz znalezienie receptury na reprezentowanie wektora w bazie B’, jesli
znamy jego reprezentacje w bazie B. Niech
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e; =a;1€e7 +a;2€5 + ...+ a;pe,,
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€n = ap,1€7 +an2€s + ...+ appe,

bedg reprezentacjami wektoréw z bazy B przy pomocy wektoréw z B’. W zapisie
wektorow jako kolumn réwnosci te beda mialty forme
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Niech teraz wektor v € V' zapisuje sie jako nastepujaca kombinacja liniowa wekto-
réw z bazy B:
v = b161 + b2€2 + ...+ bnen,
lub, oznaczajac przez [v]p: zapis kolumnowy wektora v w bazie B’:
b
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vlp =
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oznaczaja to samo.

Mamy na podstawie powyzszych rownosci:

v=>bes +bes+...+bje;+...+bye, =
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(blal,l + b2a271 + ...+ biai,l + ...+ bnan,l)e{l—i—
(b1a172 + b2a272 + ...+ biai’g + ...+ anLmQ)e/z =+ ...
(b1a1’j + bgag’j + ...+ biam» + ...+ bnan’j)e;- + ...
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W zapisie kolumnowym:
_blal’l + b2a2’1 + ...+ biaM + ...+ bnan’l 1
b1a1’2 + bgaz,g + ...+ biai’Q + ...+ bnan’g

blal,j + b2a2’j + ...+ biam- + ...+ bnan,j

_blalm + bgagm + ...+ biaim + ...+ bnanm_



Zauwazmy teraz, ze reprezentacja kolumnowa wektora v w bazie B’ to iloczyn

macierzowy:
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blal,l + b2a211 +...+ biai’l + ...+ bnan,l a1,1,a2,1,---
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Zauwazmy, ze macierz po prawe]j stronie rownosci sklada sie z kolumn, ktére sg
zapisem w bazie B’ wektoréw z bazy B. Macierz te nazywaé bedziemy macierzg

zmiany bazy z B na B’ i oznaczaé
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Tak wiec ”przepisanie” wektora wyrazonego kolumnowo w bazie B na zapis w bazie
B’ mozemy uzyska¢, mnozac wektor zapisany w bazie B przez macierz Mp_, p:.

Réwnosé (1) mozemy wiec zapisaé¢ w postaci:

(2) [v]p = Mp_p[v|B

Czesto nowa baza B’ podana jest w zapisie wedlug bazy B, a nam chodzi o to,
aby wektory bazy B zapisa¢ we wspolrzednych bazy B’, bo dopiero wtedy moze-
my zapisa¢ macierz Mp_ /. Aby taki zapis uzyskaé¢, zauwazmy, ze dla dowolnego
wektora 'v mamy na podstawie (3) i laczno$ci mnozenia macierzy:

(3) [vlp=Mp _p[vlp)=Mp _.p(Mp_pv|p) = (Mp—-pMp_p)[v]s.

Zadanie 2. Jesli macierz A o rozmiarach n X n ma te wlasnosé, ze Ma;]i<ign =
[ai]1<i<n dla dowolnej jednokolumnowej macierzy [a;]igi<n, to A = I tzn. A jest
macierza identycznosciowa, tzn. ma jedynki na przekatnej i zera w pozostatych

pozycjach.

Z (3) i zadania 2 wnioskujemy, ze

Mp _pMp_.pr =1
a stad, ze
(4) Mp_.p = Mg' .

b

Przyklad 1. Mamy juz wszystkie niezbedne instrumenty, ktore pozwalaja przedsta-
wi¢ kazdy dany wektor w nowej bazie. Rozwazmy nastepujacy przyktad. Znajdzmy




macierz przejscia od bazy standardowej

1 0 0
B:<61: 0 ,e2 = 1 ,e3 = O>

1 0 2
B’_<e'1— 1| ,e 1| ,e5 = O>.
1 1 1

ei=1-e1+1-ex+1-es,

eh=0-e;+1-ex+1-ez,

es=2-e1+0-ex+1-e3.
a zatem macierz Mp/_, g ma postaé

do bazy
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Mamy oczywiscie

1,0
Mp_p=|1,1
1,1
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Mamy wigc rownanie
Mp .pMp .p =1,
czyli
1, 0,2 1,0
(5) 1, 1,0 Mg_p = |0, 1
1,1, 1 0,0
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Manipulujac wierszami macierzy Mp:_ g (mnozac je i dodajac do siebie) i nie zmie-
niajac macierzy Mp_, g/, jako wynik mnozenia dostajemy macierz otrzymana z I
poprzez identyczne operacje na wierszach jak te wykonywane na Mp/_, g. Chcemy
poprzez te manipulacje doprowadzi¢ macierz Mp:_,p do postaci I. Wtedy lewa
strona naszego réwnania przeksztalci sie do IMp_ /. Zatem prawa przeksztalci
sie do Mp_p (bo IMp_p = Mp_p/). W istocie, majac doczynienia z iloczynem
AB = C macierzy, dodawanie i mnozenie przez skalar wierszy macierzy A, przy
niezmienianej macierzy B, daje te same zmiany dla macierzy C.

Zadanie 3. Przypomnie¢ dowdd powyzszej uwagi.

Odejmujac w w réwnaniu (5) w macierzy Mp/_, g (po lewej stronie) pierwszy wiersz
od drugiego i trzeciego i wykonujac te samg operacje w macierzy I po prawej stronie
otrzymujemy réwnanie:

2 1,0, 0
5 -2 MB—)B’ = 71313 0

-1 -1,0, 1

Odejmujac teraz drugi wiersz od trzeciego w macierzy po lewej stronie i w ma-
cierzy po prawej stronie réwnosci (6), otrzymujemy:

1
(6) 0,

1, 0, 2 1, 0,
(7) 07 ]-7 MB—»B’ = 1
0,0, 1 0,—

0
1,0
; L1



Mnozac teraz trzeci wiersz przez 2 i dodajac do drugiego i odejmujac od pierw-
szego w macierzy po lewej stronie i w macierzy po prawej stronie réwnosci (7),
otrzymujemy:

1, 0,0 1, 2,-2
(8) 0,1, 0| Mg_p = |—-1,-1, 2
0,0, 1 0,-1, 1
Zatem
1, 2,-2
(9) Mp_.p = |—-1,—-1, 2
0,—-1, 1
Przedstawmy teraz wektor v majacy w bazie B nastepujaca reprezentacje:
1
vl = |2
3_
w bazie B’. Mamy, zgodnie ze wzorem (3),
1, 2,21 1 —1
[’U]B/: —1,—1, 21 .12|.= 3
0,-1, 1| |3 1
Podstawiajac (w bazie standardowej B):
1 0 0 1
—lef +3e5+1leg=— 1| +3 |1| + |1| = |2]| = [v]B,
1 1 1 3

sprawdzili$émy, ze wektor v reprezentowany w bazie B’ ma w starej bazie B zadane
na poczatku wspoélrzedne.

Zadanie 4. W powyzszej bazie B’ reprezentowaé wektor, ktéry w bazie standardowej
B ma reprezentacje
2
vp=| 2

Reprezentowaé¢ w nowej bazie wektory, ktérych reprezentacje w bazie standardowej
sa nastepujace:

~-11 [o] [-3
1], (1], ]-2
~1| |o| |-3

Zadanie 6. Znalez¢ macierz przejécia od bazy standardowej B’ do bazy B” (bazy
powyzej zdefiniowane).



6

Zadanie 7. W przestrzeni zespolonej C? znalezé macierz przejécia od bazy standar-

p=(er=[l] ea=[])
o (e=[*]a=2]).

Zaczaé od pokazania, ze B’ jest istotnie bazg.

do bazy

Nastepnie znajac juz posta¢ macierzy przejscia Mp_. g/, wektor v, ktéry w bazie
standardowej B ma reprezentacje

reprezentowaé w bazie B’'.
Zadanie 8. Jesli V' jest przestrzenig liniowg skoficzonego wymiaru i B, B’, B” sa
bazami tej przestrzeni, to jak, znajac macierze przejscia Mp_.p oraz Mp:_ g,

obliczy¢ macierz Mp_, g»? OdpowiedZ uzasadnic.

UWAGA Gdy ustalona jest baza B przestrzeni, wtedy zamiast pisaé¢

ai
wls=1:1,
ap
piszemu po prostu
ay
v=|
Oy,

W przestrzeniach R™ oraz C" w bazie standardowej zawsze opuszczamy indeks
wskazujacy na baze.



