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PRZEKSZTALCENIA LINIOWE

Niech V', W beda przestrzeniami liniowymi nad tym samym ciatem skalaréw C
(przypomnijmy K = R lub £ = C). Przeksztalcenie f : V' — W nazywamy li-
niowym, jesli dla dowolnych dla dwéch wektoréw w, v € V i dowollnych dwoch
skalaréw a, 8 € K zachodzi rownosé

floau+ pv) = af(u) + Bf(v).

Twierdzenie 4. Odwzorowanie f : V — W jest liniowe wtedy i tylko wtedy, gdy
spelnia dwa nastepujace warunki

flu+v) = f(u) + f(v) (addytywnosé f)
oraz
flaw) = af(v) (jednorodnosé f)
dla dowolnych wektoréw u,v € V', i dowolnego skalara o € K.

Zadanie 1. Udowodni¢ powyzsze twierdzenie.
Przyklad 1. Rozwazmy przeksztalcenie f : R® — R? dane wzorem
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Sprawdzimy, ze f jest przeksztalceniem liniowym.
Mamy dla dowolnych ustalonych a, 5 € R i wektoréw
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Przyktad 2. Niech P bedzie przestrzenia liniowa wszystkich wielomianéw o wspol-
czynnikach rzeczywistych. Niech odwzorowanie D : P — P bedzie zdefiniowane
wzorem

D(w(x)) = w'(z)
(tak wiec D jest operatorem brania pochodnej). Jak wiadomo (v(x) + w(z))" =
v'(x)+w' (z) oraz (aw(x)) = a-w'(x), a wiec z twierdzenia 4 D jest odwzorowaniem
liniowym.

Zadanie 2. Niech przeksztalcenie f : C[0, 1] — R3 bedzie zdefinowane dla ¢ € C[0, 1]
nastepujaca formuta:
»(0)
f(o) = |0(1/2)
o(1)
Pokazaé, ze f jest przeksztalceniem liniowym i kazdy element R3 jest obrazem
pewnej funkcji z C10, 1].

Zadanie 3. Czy przeksztalcenie g : R? — R? dane wzorem

o(B) =17

jest przeksztalceniem liniowym?

Zadanie 4. Pokazac¢, ze jesli f,g : V — W sa przeksztalceniami liniowymi, to
przeksztalcenie f + g zdefiniowane wzorem

(f +9)(v) := f(v) + g(v)
jest przeksztalceniem liniowym (dodawanie po lewej stronie réwnosci to tylko sym-
bol, ktory definiujemy; dodawanie po prawej stronie réwnosci to dodawanie wekto-
réw w przestrzeni W).

Zadanie 5. Pokazaé, ze jesli f : V. — W jest przeksztalceniem liniowym, to prze-
ksztalcenie («f) zdefiniowane wzorem

(af)(v) = af(v)
jest przeksztalceniem liniowym (mnozenie po lewej stronie réwnosci to tylko symbol,
ktéry definiujemy; mnozenie po prawej stronie réwnosci to mnozenie skalara przez
wektor w przestrzeni W).

Niech V' i W beda przestrzeniami liniowymi nad tym samym ciatem skalaréw. Niech
f:V — W bedzie przeksztalceniem liniowym. Jgdrem odwzorowania f nazywamy
zbidr tych wektoréw z V', ktére przechodza przez odwzorowanie f na wektor zerowy
w przestzreni W. Zbiér ten oznaczamy Ker(f) (od ang. kernel). Zatem

Ker(f):={v: f(v) =0w}.
Zauwazmy, ze mozemy napisaé tez
Ker(f) = f~'({ow})
(zazwyczaj wektor zerowy oznaczamy po prostu 0, tu dodaliSmy indeks y/, aby

wyraznie zaznaczy¢, ze chodzi o wektor z przestrzeni W; dalej bedziemy raczej
stosowaé uproszczona notacje).



Obraz odwzorowania f to zbidr wszystkich wartosci odwzorowania f, czyli, inaczej
moéwiac, zbidr tych wszystkich wektoréw, na ktore przechodza przez odwzorowanie
f wektory z V. Zbiér ten oznaczamy Im(f) (od ang. image). Zatem

Im(f) := {w: w = f(v) dla pewnego v € V}.

Zadanie 6. Niech V' bedzie przestrzenia liniowa i U pewnym jej podzbiorem. Poka-
zaé, ze na to, aby U byl przestrzenia liniowa (z tym samym dodawaniem wektoréw
cow V itym samym cialem skalaréow, ktére przypisane jest do V', i z tym samym
mnozeniem skalara przez wektor, ktére okreslone jest w V') potrzeba i wystarczy,
aby zbiér U byl zamkniety na dodawanie i mnozenie wektora przez skalar (tzn. aby
suma wektorow z U bylta w U i aby wynik mnozenia dowolnego wektora z U przez
dowolny skalar pozostawal byt w U).

Twierdzenie 5. Niech V' i W beda przestrzeniami liniowymi i niech f : V —
W bedzie przeksztalceniem liniowym. Wtedy Ker(f) jest podprzestrzenia liniowa
przestrzeni V', a Im(f) jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni W.

Dowéd. Na podstawie tezy zadania 6 wystarczy sprawdzié, czy Ker(f) i Im(f) sa
zamkniete na dodawanie wektorow i mnozenie ich przez skalar.

Niech wiec u,v € Ker(f). Mamy stad i z liniowosci f:
flu+v) = f(u) + f(v) = Oy + 0y = Oy.
Zatem u + v € Ker(f). Mamy takze z liniowosci f dla v € Ker(f)
flav) = af(v) = Oy,
skad av € Ker(f).
Niech teraz r, s € Im(f). Zatem dla pewnych u,v € V
fu) =7 oraz f(v) =s.
Mamy stad i z liniowosci f:
r+s=fu)+ f(v) = flutw)

a zatem 7 + s € Im(f). Takze dla s i v jak wyzej oraz dowolnego skalara av mamy
znéw z liniowosci f:
as = af(v) = f(av).
Stad as € Im(f).
O.

Kolejne twierdzenie podaje zwiazek pomiedzy wymiarem jadra odwzorowania li-
niowego i wymiarem obrazu tego odwzorowania.

Twierdzenie 6. Niech V' i W beda przestrzeniami liniowymi i niech f : V —
W bedzie przeksztalceniem liniowym. Zakladamy tez, ze wymiar przestrzeni V'

jest skonczony, dim = n < co. Zachodzi nastepujacy zwiazek miedzy wymiarami
dim(Ker(f)) i dim(Im(f)):

dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(V).



Dowdéd. Niech wektory eq, ..., e, beda baza przestrzeni Ker(f). Jest to w szcze-
gblnosci uktad wektoréw liniowo niezaleznych. Zatem mozna go uzupehié do ba-
zy przestrzeni V pewnymi wektorami €y,41,€em+2,. .., e,. Pokazemy, ze wektory
flem+1)s f(€mt2)s - -, fen) tworzg baze przestrzeni Im(f). Oczywidcie wszystkie
te wektory sa elementami przestrzeni Im(f). Zatem jesli pokazemy, ze rozpinaja
przestrzen Im(f) (tzn. kazdy wektor tej przestrzeni jest ich kombinacja liniowa) i
ze sa liniowo niezalezne, oznaczaé to bedzie, ze sa baza dla tej przestrzeni.

Niech w € Im(f). Wtedy w = f(v) dla pewnego v € V. Wektor v jest pewna
kombinacjg liniowa wektoréw bazy:

v=oa1e;1 +...+tapem + prilmi1 + ...+ Qpenp.
Zatem, poniewaz f jest odwzorowaniem liniowym,
w=f(v)=flcner+ ...+ amem + mr1€my1 + ... + apey) =

arfler+ ...+ amem) + mi1f(€mt1) +... +anflen) =

(korzystamy teraz z faktu, ze aeq + . .. + amem € Ker(f)

ami1f(my1) + ...+ anf(en).
zatem istotnie kazdy wektor z Im(f) jest kombinacja liniowa wektoréw
f(em41), f(€m42),..., f(en).

Pokazemy teraz, ze wektory te sg liniowo niezalezne. Zatézmy, ze ich pewna kom-
binacja liniowa zeruje sie, tzn.

ﬂlf(em-l-l) + ﬁQf(em+2) +...+ ﬂnfmf(en) = OW
7Z liniowosci f:
Brf(emt1)+Bef(emy2)+. . .4 Bn-mf(en) = f(Bremt1+P2emy2+. ..+ Bn_men),

a to wobec poprzedniej réwnosci oznacza, ze wektor S1€m41) + S2€mtz + ... +
Bn—men nalezy do Ker(f). Mozna wiec przedstawié¢ ten wektor jako kombinacje
liniowa wektoréw z naszej bazy Ker(f):

Biemi1r + Boemyz + ...+ Bu—men = a1€1 + ... + e,

skad
(—an)er + ...+ (—am)em + Bremi1 + B2emyz + ... + Bn—men = Oy.
Poniewaz wektory ey, ..., e, tworza baze, wiec wszystkie wspotczynniki muszg by¢
rowne zeru
—a1=...—am=0=...=Bp=m =0
(nas oczywiscie interesuja tu tylko wspdlczynniki 81 = ... = G,—,, = 0). Zatem

wektory

f(em+1)7 f(em-‘r-Z)’ ) f(en)

sa istotnie liniowo niezalezne, a zatem tworza baze przestrzeni Im(f). Tak wiec,
dim(Im(f)) =n — m,

i, poniewaz
dim(Ker(f)) = m,

twierdzenie jest udowodnione.



Zadanie 7. Udowodnic¢, ze jesli f : V' — W jest odwzorowaniem liniowym, to wymiar
obrazu f jest nie wigkszy niz wymiar przestrzeni V.

Zadanie 8. Pokaza¢, modyfikujac tresé i rozwiazanie zadania 2, ze istnieje odwzo-
rowanie liniowe przestrzeni C[0,1] na kazda przestrzen R™. Stad i z zadania 7
wyciagnaé¢ wniosek, ze przestrzen C|0, 1] ma wymiar nieskoficzony.



