ALGEBRA 2

WYKLAD 4
(wyktad potaczony z éwiczeniami)
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REPREZENTACJA MACIERZOWA PRZEKSZTALCENIA LINIOWE-

GO

Niech (p1, ..., Pn) bedzie bazg przestrzeni V, a (r1,. .., 7y, ) bedzie baza przestrzeni

W. Niech f:V — W bedzie odwzorowaniem liniowym. Niech

f(p1) =a1ar1 +az1r2+ ...+ am1Tm,
f(pi) = a1,r1 4+ as,;r2+ ... + @ iTm,

f(pn) =a1,,T1 T @2nT2 + ...+ QG nTm-

Niech v € V i reprezentacja ewktora v w bazie (p1,...,Pn) ma postaé

v=[01p1+ Bop2 +...8ipi + ... BpuPn =

Mamy z powyzszych rownosci i z liniowosci f:
f() = f(Bip1 + Bap2 + ... Bipi + ... BuPn) =

Buf(p1) + Baf(p2) +...0if(Ps) + ... Buf(Pn) =
Bia11r1 + Pfrazire 4+ ...+ Bram 1 Tm

B2a1,2T1 + Boagore + ...+ Bom 2Tm+
Bia1,ir1 + Biazire + ...+ BiGm i Tm+

5na1,nrl + /Gna2,nr2 +...+ ﬂnam,nrm =
= (fra11 + Boaro + ... Biar; + ... + Bpayn)ri+
(Brazy + faaso+ ... Bias; + ...+ Bragn)r2+

(ﬁlam,l + /62am,2 + ... /Biam,i +...+ ﬁnam,n)rm =

(przechodzimy do przedstawienia wektora f(v) w postaci kolumnowej w bazie (rq, ..

Brar1 + Baarp + ... Biar; 4 ...+ Brain
Brazq + Baase + ... Biags + ... + Brazn

ﬁlam,l + ﬂ2am,2 + ... ﬁiam,i +...+ ﬁnam,n
1

S Tm)
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1,1,01,25-++501 45501 ,n P
a2,1,02,2;--+,024,...,02n :
Bi
Am,1,Am,2y - -+ 3 Am iy -+ -, Amn
6 ]
Oznaczajac
a1,1,01,2,---5,014,---,01n
a2,1,02,2,...,024,...,02n
Mf = . 9
am,lvam,Za ceey am,i» sy am,n
otrzymujemy nastepujacy wzor na reprezentowanie f(v) w bazie (r1,...,7m)

[f(v)]lr = My[v]p.

Macierz My nazywamy macierzowa reprezentacja przeksztalcenia f (w zadanych
bazach P i R). Zauwazmy, ze jej poszczegdlne kolumny sa kolumnowymi reprezen-
tacjami obrazéw wektorow bazy P zapisanymi w bazie R.

Zadanie 1. Niech f:R3 — R? i
1 0 0
o) =Bl ) ) =By ) - L)
0 0 1

Zapisa¢ macierz My (w bazach standardowych) a nastepnie przy jej pomocy obli-
2

czyé f 3
-1

Zadanie 2. Macierz przeksztalcenia liniowego f : C2 — C2? w bazach odpowiednio
dla dziedziny i obrazu

(e ) e ()

2+z’,0]

ma postaé

1+4,1

Obliczy¢ macierz f w bazach standardowych
1 [0 1] |0
o= (lo]-[])- 2= ] [

Zadanie 3. Macierz przeksztalcenia liniowego f : C2 — C? w bazach standardowych

s=([]-[): =={[i]-B)

|



ma postaé
2, —1
M= [ i ] .
Obliczy¢ macierz f w bazach

() e ()

Zadanie 4. Pokazaé, ze jesli U, V, W sg przestrzeniami liniowymi oraz f : U — V i
g:V — W sa przeksztalceniami liniowymi, to zlozenie przeksztalcen fig go f:
U — W jest przekszktalceniem liniowym (przypomnijmy: g o f(v) := g(f(v))).

Twierdzenie 7. Niech V, W beda przestrzeniami liniowymi nad tym samym cia-
tem skalaréw i f : V. — W ig : V — W przeksztalceniami liniowymi. Niech
By, By beda ustalonymi bazami odpowiednio przestrzeni V' i W. Niech My be-
dzie reprezentacja macierzowa ptrzeksztatcenia f, a M, reprezentacja macierzows
ptrzeksztalcenia g. Niech a i 3 beda skalarami. Wtedy macierz oMy + M, jest
reprezentacja macierzowa ptrzeksztalcenia af 4+ B¢g. (dodawanie przeksztalcen li-
niowych i mnozenie ich przez skalar bylo zdefiniowane).

Zadanie 5. Udowodnié¢ twierdzenie 1.

Twierdzenie 8. Jesli By, By, By sa ustalonymi bazami odpowiednio przestrzeni
liniowych UV, W i f : U — Vig:V — W sa przeksztalceniami liniowymi,
oraz My v jest reprezentacja macierzowa ptrzeksztalcenia f dla baz By i By i oraz
My w jest reprezentacja macierzowa ptrzeksztalcenia g dla baz By i By, to iloczyn
macierzy My w = Myw My,v jest jest reprezentacja macierzows przeksztalcenia
g o f czyli ztozenia ptrzeksztalcen f i g dla baz By i By .

Dowdéd. Niech w € U. Mamy z lacznosci mnozenia macierzy:
Myw(ulp, = [go f(w)]By = [9(f(u)]Bw = Mvw(f(u)ls, =
Myw (My,y[u|p,) = (Mv,wMy,y)[u]s,-
Tak wiec dla kazdego wektora u € U otrzymaliSmy réwnosé

Muy,w[u]s, = (My,wMuy,v)[uls,,
skad juz wynika, ze
Myw = My,w My,v.

Zadanie 6. Uzasadni¢ ostatnie zdanie dowodu powyzej.

Twierdzenie 9. Niech V, W beda przestrzeniami liniowymi skoficzonego wymiaru
dim(V) =n < oo, dim(W) = m < oco. Niech f : V — W bedzie przeksztalceniem
liniowym. Niech F' bedzie macierza przeksztatcenia F' w bazie P dla V i bazie R dla
W. Niech P’ bedzie inng baza V', a R’ bedzie inng bazg W. Niech Mp_, pr bedzie
macierza zmiany bazy z P do P’, a Mr_, g bedzie macierza zmiany bazy z R’ do
R Wtedy macierza przeksztalcenia f w bazie P’ dla V bazie R’ dla W jest macierz
Mpr .rFMp/ _.p.



Dowdéd. Niech v € V. Mamy
[f(V)]r = Mr—r/[f(v)]r = Mp—r/(F[v]p) =
Mp—.p/ (F(Mp—p[v]p')) = Mr—.r FMp/—.p[v]s.

Whioskiem z twierdzenia 9 jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 10. Niech V bedzie przestrzenig liniowa skoficzonego wymiaru dim(V) =
n < co. Niech f : V — V bedzie przeksztalceniem liniowym. Niech F' bedzie ma-
cierza przeksztalcenia F' w bazie B (dla dziedziny i obrazu). Niech B’ bedzie inng
baza V. Niech Mp/_ g bedzie macierza zmiany bazy z B’ do B. Wtedy macierza
przeksztalcenia f w bazie B’ (dla dziedziny i obrazu) jest macierz M5 ;FMp:_p.

Zadanie 7. Korzystajac ze wzoru na Mp_, g przy zadanej macierzy Mp/_, g i twier-
dzenia 9, udowodnié¢ twierdzenie 10.

Zadanie 8. Niech f :R* — R? i niech

0 1 0 0
1 1 1 1 0 3 0 1
AR = S = S =B L) | =1
0 0 — 1
Zmalez¢é macierz przeksztalcenia f w bazach
1 1 0 -2
0 -1 0 0
P_< oj’fo |’ f1f’|O >
0 0 0 1

dla dziedziny i

dla obrazu.

Przypomnijmy, ze rzedem macierzy A = [a; ;] nazywamy maksymalng liczbe li-
niowo niezaleznych wierszy (réwnowaznie: kolumn) tej macierzy. Rzad macierzy
A oznaczaé bedziemy przez Rank(A). Zachodzi nastepujace twierdzenie podajace
charakteryzacje pojecia rzedu macierzy:

Twierdzenie 11. Rzedem macierzy A = [a; ;| jest maksymalny stopief jej minora
o nieznikajacym wyznaczniku.

Zadanie 9. Korzystajac z twierdzenia 11, znalez¢ rzedy nastepujacych macierzy:

1,2,3,4

A=101,23],
1,1,1,1,
0,0,0, 1

B=1012-1
1,1,1, 1



0,0,0,1,1
C= [0,1,0,0,0} '

Twierdzenie 12. Jedli V, W sa przestrzeniami liniowymi, dim(V) = n, dim(W) =
m, f:V — W jest przeksztalceniem liniowym i F' jest macierzowa reprezentacja

przeksztalcenia f w pewnych ustalonych bazach By = (e1,...,e,) dla Vi By =
(ef,...,eh,) dla W, to

dim(Im(f)) = Rank(F).

Dowod. Niech kolumny macierzy F' o numerach j; < ...J; macierzy F', beda liniowo
niezalezne i k bedzie najwiekszag taka liczba, dla ktorej taki ciag wierszy istnieje.
Wektory z przestrzeni W tworzace te kolumny sa liniowo niezalezne w W. Poniewaz
wszystkie wektory bedace kolumnami w W rozpinaja Im(f) (bo sa wszystkimi
obrazami wektoréw bazy B), wiec maksymalny uklad liniowo niezalezny wsréd
tych kolumn tworzy baze Im(f).

|

Zadanie 10. Jesli V,W sa przestrzeniami liniowymi, dim(V) = n, dim(W) = m,
gdzie n < m ,f : V — W jest przeksztalceniem liniowym i F' jest macierzowa
reprezentacja przeksztalcenia f, okazaé, ze jesli Rank(F) = n, to odwzorowanie f
jest réznowatosdciowe, tzn. vy # ve = f(v1) # f(v2).

Zadanie 11. Jedli V jest przestrzenia liniowa o skonczonym wymiarze, f : V — V
jest przeksztalceniem liniowym i F' jest macierzowa reprezentacja przeksztalcenia
f oraz det(F) # 0, wtedy odwzorowanie jest wzajemnie jednoznaczne, tzn. jest
réznowartosciowe (jak w zadaniu 10) oraz Im(f) = V (wsk. skorzystaé z twierdzenia
11).



