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MARTYNGALY Z CZASEM DYSKRETNYM, DEFINICJE, PODSTA-
WOWE WEASNOSCI

Niech (2, F, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna. Niech Z* = Z U {—o00, c0}.
Niech I bedzie przedzialem w Z*. Filtracjg nazywamy rodzing o-algebr F; C F,
gdzie i € I, taka, ze F; C F;, for i < j, 4,5 € I.

Niech (F;);cr bedzie ustalona filtracja. Martyngalem adaptowanym do filtracji (F;)ier
nazywamy ciag zmiennych losowych (X;);er, taki, ze X; jest mierzalna wzgledem
o-algebry F;, X; € L1(Q,F, P), and E(X;|F;) = X;, o ile i < j, dla wszystkich
i,jel

Jesli w powyzszej definicji mamy zamiast réwnodci nieréwnoéé E(X;|F;) > X, dla
i < j, dla wszystkich 4, j € I, wtedy ciag zmiennych losowych (X;);c; nazywamy
submartyngalem, a jesli nieréwosé E(X;|F;) < X; dla i < j, wtedy ciag (X;)ier
nazywamy supermartyngatem.

Latwo zauwazy¢, ze ciag (X;)ier jest martyngalem wtedy i tylko wtedy, gdy jest
jednoczesnie submartyngatem i supermartyngatem.

W terminach gier hazardowych martyngaly odpowiadaja grom uczciwym. Naste-
pujacy przyktad jest podstawows ilustracja tego pojecia.

Rozpatruje my gre w orta i reszke. Zakladamy, ze rzucamy symetryczna moneta
N razy. Gdy wypadnie orzel, wygrywamy zlotéwke, gdy wypadnie reszka, prze-
grywamy zlotowke. Skonstruujmy odpowiedni model probabilistyczny dla tej gry.
Niech Q = {O, R} = {(i1,...,i,) : i; = O lub R}. o-algebra F; ktéra opisuje
nasza wiedze o przebiegu gry do czasu t € I wlacznie, musi zawieraé¢ jako elementy
wszystkie zdarzenia jakie mogly zaj$é do tego czasu. Let Fy = {0,Q} and F; =
o({As : s € {H,T}'}, where, for s = (s1,...,5¢), As = {(81, -+, 8t, 01415+ -,iN} :
it41,...,in = H or T}. Because at time ¢t = 1 the information given is only
about the first result, and F; consists only of the following sets 0, Q, Ay) =
{(H,ig,...,iN) : i2,...,iN = H or T} and A(T) = {(T,iQ,...,iN) : ig,...,iN =
HorT}.

Niech X; bedzie nasza catkowita wygrana w czasie ¢, tzn. po t rzutach (oczywiscie,
jesli do tego czasu wypadnie wiecej reszek niz orléw bedzie to liczba ujemna).
Zdarzenie [X, = k] jest suma zbioréw Ag, gdzie s € {O,R}* i |[{i <t : s =
H} —|{i < t:s; = H} = k, ktére sa oczywiscie elementami F;. Zbiory As,
s € {O, R} s3 atomami Fy, tzn. nie sg juz sumami istotnie mniejszych elementéw z
Fi. Stad kazdaF;-mierzalna zmienna losowa jest stala na takim zbiorze. Tak wiec,
aby pokazad

E(Xi1|F) =X,

wystarczy pokazaé, ze

/XtHdP:/ X,dP
Ag Aq
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dla kazdego s € {O, R}'. Mamy

/ Xt+1dP:/ Xi1dP

As Asn(mH)UASA(R)

:/ Xt+1dp+/ Xt+1dP
Asn(0) Asn(Rr)

:/ Xt+1dP+/ X, —1dP
Asn(0) Asn(R)

= / Xi dP + P(Asn0)) +/ Xt dP — P(Asn0))
Asn(0) Asn(T)

:/ XthJr/ Xth:/ X dP.
Asn(0) Asn(Rr) As

Powyzszy przyklad mozna uogdlni¢ w nastepujacy sposob.

Niech Y7, Ys, . . . beda niezaleznymi zmiennymi losowymi z L (2, F, P) i niech EY; =
0 dla wszystkich 7 € N. Niech F,, = 0{Y1,...,Y,}. Niech X,, =Y +...+Y,,. Po-
kazemy, ze (X,,), jest martyngalem wzgledem filtracji (F,,),. Musimy sprawdzié,
czy X, = E(Xn+1|Fn), co jest réwnowazne zachodzeniu réwnosci

/ X, 1dP = / X, dP
A A

dla kazdego A € F,. Mamy

/XanP:/Xn+Yn+1dP:/XndP+/ Yypi1dP =
A A A A

:/ XndP 4+ E1,Y, 11 = / XndP 4+ E1AEY, 1 = / X,dP,

A A A

gdzie ostatnie cztery réownosci wynikaja z niezaleznosci Y41 1 Fp, a ostatnia z
EY,11 =0.

Zauwazmy, ze jesli w powyzszym przykladzie zalozymy, ze EY; > 0 (EY; < 0) dla
wszystkich ¢ € N, to proces (X, )n, n € N jest a submartyngalem (supermartyn-
galem).

Zaczniemy omawiaé wlasnosci martyngatéw od nastepujacych lematow.

Lemat 1 Jesli I C Z* i (X;)ies jest submartyngatem, ¢ : R — R jest niema-
lejaca funkcja wypukla i ¢(X;)) € L; dla kazdego i € I, to (¢(X;))icr tez jest
submartyngatem.

Dowdd. Dla I 3 n > m € I mamy na podstawie nieréwnosci Jensena:

E(¢(Xn)|Fm) 2 S(E(Xn)|Fm)) = 0(Xin).
O
Lemat 2 Niech I C Z* isup I € I. Let (X;);er bedzie submartyngalem ze wzgledu

na filtracje (Fi)ics. Wtedy rodzina zmiennych losowych {X;" : i € I} jest jedno-
stajnie catkowalna.
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Dowdéd. Niech M = sup I. Wtedy, korzystajac z faktu, ze funkcja t — ¢+ = max(t, 0)
jest wypukla i niemalejaca, na podstawie lematu 1 dla ¢ € I i dodatniego N:

NP[X;t > N|< /

deP</ X, dP < EXY;.
(X, >N]

(X >N]
Poréwnujac skrajne wyrazenia po lewej i po prawej stronie dostajemy

EXF,
PIX > NJ < =,

co daje
lim sup{P[X;" > N]:ie I} =0.
N—oo

Poréwnujac z kolei wewnetrzne wyrazenia w ciaggu nieréwnosci wyzej, dostajemy

lim X;FdpP=o.

Nastepny lemat jest niemal natychmiastowym wnioskiem z lematéw 11 2.

Lemat 3 Niech I C Z* i sup I € I. Niech (X;);c; bedzie martyngalem wzgledem
filtracji (F;)ier- Wtedy rodzina zmiennych losowych {X; : i € I'} jest jednostajnie
calkowalna.

Z lematu 1 zastosowanego do martyngaléw (X;);c; and (—X;);er wnioskujemy,
ze (Xj')ie] and (X, )ier sa submartyngalami, skad z lematu 2 sa jednostajnie
catkowalne, a wiec rodzina {X; : ¢ € I} jest jednostajnie catkowalna.

O

Niech I bedzie, jak wyzej, dyskretnym odcinkiem (jego elementy interpretujemy
jako kolejne czasy). Niech (F;):, t € I bedzie filtracja indeksowana czasami z I.
Czasem zatrzymania ze wzgledu na filtracje (F;); nazywamy zmienna losowa T :
0 — I taka, ze [T < i] € F;. Intuicyjnie, kazda o-algebra F; dostarcza nam pelnej
informacji jaka mamy o "S$wiecie” w czasie t (zazwyczaj powiazanej z rozwojem
pewnego procesu) i decyzja o zatrzymaniu procesu, np. pewnej gry w czasie T =t
oparta jest wylacznie na naszej wiedzy, co zaszlo do tego czasu bez znajomosci
przysztych wydarzen.

Niech T bedzie czasem zatrzymania ze wzgledu na filtracje (F;);. Wiazemy z T
o-algebre zdarzen Fr zdefiniowana w nastepujacy sposéb: zdarzenie A nalezy do
Fr,jesli AN[T < t] € F, dla kazdego ¢ € I.

Udowodnimy teraz nastepujacy lemat techniczny.

Lemat Niech {X,, : 1 < n < N} bedzie submartyngalem ze wzgledu na filtracje
(F:)N_, i niech S < T bedza czasami zatrzymania dla tej samej filtracji. Wtedy

/ XgdP < / XrdP
AN[S=n] AN[S=n]

dla kazdego n € N oraz A € Fg.



. Dowo6d. Mamy

/ XgdP = XndPZ/ Xndp—i—/ X, dP <
AN[s=n] AN[S=n] AN[S=n]N[T=n] AN[S=n]N[T>n+1]
/ X, dP+/ Xpi1dP =
AN[S=n]N[T=n] AN[S=n]N[T >n-+1]
/ X, dP + / X1 dP + / X1 dP <
AN[S=n]N[T=n] AN[S=n]N[T=n+1] AN[S=n]N[T'>n+2]
/ X, dP + / Xpi1 dP + / XpiodP <
AN[S=n]N[T=n] AN[S=n]N[T=n+1] AN[S=n]N[T >2n+2]

N
<Z/ X, dP = XpdP = X7 dP.
i—n J AN[S=n]N[T=i] AN[S=n]N[T>=n] AN[S=n]

]

Udowodnimy teraz tzw. twierdzenie o opcjonalym zatrzymaniu dla submartyngatéw
z ograniczonym czasem (mowimy tez z ”z ograniczonym horyzontem czasowym?”).
Twierdzenie. Niech (X,,))_; bedzie submartyngalem ze wzgledu na filtracje (5, )2,
iniech 1 < S < T < N beda czasami zatrzymania ze wzgledu na te sama filtra-
cje. wtedy Xg < E(Xr|Fs). (Innymi slowy dwuelementowy proces stochastyczny
(X5, Xr) jest submartyngatem ze wzgledu na dwuelementows filtracje Fs C Fr.)

Dowdéd. Niech A € Fg. Z powyzszego lematu mamy

N N
/A nz::l AN[S=n] nz::l ANl

XTdPZ/XTdP.
N[S=n] A



