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MOMENTY ZATRZYMANIA DLA CZASU CIAGEEGO, MARTYN-
GALY Z CZASEM CIAGLYM, c-ALGEBRA ZBIOROW PRZEWIDY-
WALNYCH

Niech (2, F, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna. W dalszym ciagu bedziemy
rozwazad filtracje (F)iejo,00), €dzie, jak w przypadku czasu dyskretnego, Fs C F;
dla s < t. Zakladaé tez bedziemy, ze taka filtracja jest zupelna, tzn. Fy zawiera
wszystkie zdarzenia o prawdopodobienistwie zero, a takze, ze jesli P(A) =01 B C A
to B € Fy. O filtracji bedziemy mowié, ze jest prawostronnie ciggla, jesli

7 =F
t>to

dla kazdego ty € R4. O filtracji bedziemy méwié, ze jest lewostronnie ciggla, jesli

a(UfQ:ﬂo
t<to

dla kazdego to > 0. Bedziemy tez rozwazac filtracje (F3)ic(0,00], (na 0goét) zaktada-
jac, ze

Fo=0| |J &
teR4
Dalej zawsze bedziemy zakladaé, ze kazda rozwazana filtracja jest prawostronnie
ciagla. Czasem zatrzymania dla takiej ustalonej filtracji bedziemy nazywali zmienna
losowa 7 : Q — [0,00] taka, ze [7 < t] € F; dla kazdego t € [0,00). Mdéwimy,
ze czas zatrzymania 7 jest przewidywalny, jesli istnieje niemalejacy ciag czaséw
zatrzymania (7, ), zbiezny punktowo do 7 taki, ze dla kazdego n i dla kazdego w €
zachodzi nieréwnosé 7, (w) < 7(w), jesli tylko 7(w) > 0. Odcinkiem stochastycznym
nazywamy zbiér postaci

[[7,€]] := {(w, 1) € A x Ry 7(w) <t <E(w)}

lub

(€]l == {(w,t) € A xRy : 7(w) <t < {(w)},
lub

[7,8) = {(w,t) e A xRy : 7(w) <t <{(w)},
lub

(1,8)) = {(w,t) € A xRy : 7(w) <t < &(w)}-

Zauwazmy, ze odcinek stochastyczny nie zawiera punktéw spoza Q x Ry, a wiec
nawet jesli £(w) = oo, to punkt (w, co) nie nalezy do odcinak stochastycznego [[, £]].

o-algebre podzbioréow 2 xR generowana przez odcinki stochastyczne nazywamy o-

algebrg zbioréw opcjonalnych, a jej elementy zbiorami opcjonalnymi. Oznaczamy te

o-algebre przez 3,. o-algebre podzbioréw 2 x R, generowana przez odcinki stocha-

styczne zadane przez przewidywalne czasy zatrzymania 7 i £ nazywamy o-algebrg
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zbiorow przewidywalnych, a jej elementy zbiorami przewidywalnymi. Oznaczamy te
o-algebre przez X,.

Zal6zmy, ze ustalona jest pewna filtracja (F;):. Wazna role w dalszej czesei wyktadu
odegraja zbiory postaci F' x (s,t], gdzie s < t i F € F,. Zachodzi nastepujace
twierdzenie

Twierdzenie 1. Zbiory postaci F' X (s,t], gdzie s < t 1 F € F, oraz E x {0},
E € Fy, generuja o-algebre ¥,,.

Dowdd. Po pierwsze zauwazmy, ze zbiory te sa przewidywalne, a wiec generowana
przez nie o-algebra jest zawarta w X,. Niech s, := s + % Niech ng bedzie na tyle
duze, aby s,, = s + % < t. Zauwazmy, ze vy, := 1ps, jest czasem zatrzymania.
Aby to pokazaé, trzeba udowodnié, ze dla kazdego u € R, zdarzenie [y, < u| jest
elementem o-algebry F,,. Rozwazmy przypadek, gdy [s, < u]. Wtedy
[vn < u] = Q.

Jesli [s,, > u], to

[vn Su] = F¢ € Fs CF.
Zbiory postaci E x {0} sa odcinkami stochastycznymi [[colge, 001 ge]]; czas zatrzy-
mania colge jest przewidywalny, poniewaz nlge — 0ol ge.
Pozostaje pokazaé implikacje odwrotna, czyli, ze o-algebra 3, jest zawarta w o-
algebrze generowanej przez zbiory postaci F'x (s, t], gdzie s < ti F € Fs. Wystarczy
pokazaé, ze generatory X, czyli odcinki stochastyczne o koncach bedacych przewi-
dywalnymi czasami zatrzymania sa elementami o-algebry generowanej przez zbio-
ry postaci F' x (s,t]. Pokazemy najpierw, ze kazdy odcinek stochastyczny postaci
[[T,00)), gdzie T jest przewidywalnym czasem zatrzymania, jest w takiej o-algebrze.
Poniewaz 7 jest przewidywalnym czasem zatrzymania, wigc istnieje niemalejacy ciag
czasdw zatrzymania (7, ), taki, ze 7, /' 71 7 (w) < 7(w), jesli T7(w) > 0. Pokzazmy
najpierw, ze

k k+1 k+1
(1) ((Tn,oo]]:EnJLkJ{WQTn< o %( o ,oo>.
Zalbézmy, ze
(2) (w,t) € ((Tn, 00]],

tzn. 7(w) < t. Niech m bedzie na tyle duze, ze 2%,1 < t—7(w). Dla pewnego k mamy
k kE+1

om ST S T

2m
. Zatem
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(3) (w,t)egy[;n<rn<k;ml}x<k;l,oo>.

Zal6zmy, teraz, ze zachodzi (3). Mamy wiec dla pewnych k, m:
k

i z wyboru m dostajemy t >

a wiec w szczegdlnosci

Tn(w) < t,



czyli zachodzi (2). Tak wiec pokazaliSémy, ze zachodzi (1).

Poniewaz
k+1 “(k+1 | k+1
(w’“):y@(w“’w““
oraz
k k41

wiec ((7,,00]] jest w o-algebrze generowanej przez zbiory postaci F' x (s, ], gdzie
FecF,.

Zatem takze [[T,00)) jest w tej o-algebrze, poniewaz

([, 00)) = (\((7, 00]] U [r = 0] x {0}.

n

Pokazaliémy dotychczas, ze odcinki stochastyczne postaci [[7,00)), gdzie T jest prze-
widywalnym czasem zatrzymania sa w o-algebrze generowanej przez zbiory postaci
F x (s,t], gdzie F € F.

Niech teraz 7 bedzie dowolnym czasem zatrzymania (wzgledem naszej ustalonej
filtracji (F¢)¢). Czasy
1
T+ —
n
sg przewidywalnymi czasami zatrzymania oraz

((1,00)) = U((T + %,oo)),

n

a poniewaz o odcinkach stochastycznych pod suma po prawej stronie réwnosci wie-
my, ze sa w o-algebrze generowanej przez zbiory postaci F' X (s, t], wiec teraz wiemy
to juz takze o odcinku stochastycznym ((7, 00)). Zauwazmy, ze tu nawet nie zadamy,
aby 7 byl przewidywalny.

Mamy dla przewidywalnych czaséw zatrzymania 7 < n:

[[r,m)) = [ 00)) \ [[n, o0)),
([, m]} = [[7; 00)) \ (1, 0))

)
(7, ml] = [[r,00)) \ ((n,00)),

1,00
1,00
, 00
oraz

((rm) = (] O [[r,m))-

Réwnosci te oraz fakt, ze odcinki stochastyczne

[[7,00))

((n, 00))

naleza do o-algebry generowanej przez zbiory postaci F' x (s,t], F € Fs, pokazuja,
ze w tej o-algebrze sa wszystkie odcinki stochastyczne o koncach przewidywalnych.
To konczy dowodd.
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Méwimy, ze proces stochastyczny (X¢)ie[o,00) jest adaptowany do filtracji (F)iefo,00),
jesli dla kazdego t € [0,00) zmienna losowa X; jest Fi-mierzalna. Faktycznie dla
zadanej filtracji zawsze zakladamy adaptowalnosé rozwazanych proceséw. Mowimy,
ze proces stochastyczny (X¢)icjo,00) jest prawostronnie ciggly (lewostronnie ciggty)
lub, w skrécie, CAD (CAG), jesli prawie kazda jego trajektoria X(.)(w) jest pra-
wostronnie (lewostronnie) ciagla w kazdym punkcie ¢t € Ry (¢ > 0). Przez LAG
(CAG) oznaczamy klase zgodnych z filtracja proceséw, ktérych prawie wszystkie
trajektorie X(,y(w) (tzn. dla p.w. w € Q) maja granice lewostronna lim,_,;- X, (w)
(prawostronna lim,_+ X¢(w)) w kazdym ¢t € R.. Pojecia te laczymy, i tak np. klasa
CADLAG to klasa proceséw o trajektoriach prawostronnie ciaglych z istniejacymi
wszedzie lewostronnymi granicami.

Adaptowany do zadanej filtracji (F;); proces stochastyczny (F;); nazywamy mar-
tyngatem, submartyngalem, supermartyngatem, jesli dla kazdych s,t € R4, s < t
mamy E(X;|Fs) = X, odpowiednio E(X|F,) > X, E(Xi|Fs) < X5, p-w. Oczy-
wiscie sa to przeniesienia analogicznych poje¢ z przypadku czasu dyskretnego na
przypadek czasu ciaglego.



