W tym wyktadzie kontynuujemy omawianie wtasnosci przestrzeni zwartych.
PRZESTRZENIE METRYCZNE ZWARTE -c.d.

Poznaliémy dwie wazne rodziny przestrzeni metrycznych: przestrzenie zupelne
i przestrzenie zwarte. Pojecie zwartosci jest silniejsze. Méwi o tym nastepujace
twierdzenie.

Twierdzenie 13. Kazda przestrzen zwarta jest zupelna.
Zadanie 1. Udowodni¢ twierdzenie 13.

Zwarto$¢ jest niezmiennikiem przeksztalcen ciaglych, co orzeka nastepujace twier-
dzenie.

Twierdzenie 14. Niech (X, d) (Y, p) beda przestrzeniami metrycznymi. Jesli K C
X jest zbiorem zwartym w X i f : K — Y jest odwzorowaniem ciaglym, to f[K]
jest zbiorem zwartym w Y.

Dowéd. Niech (y,,), bedzie ciagiem punktéw z f[K]. Mamy dla kazdego n
f(@n) = yn

dla pewnego punktu z,, z K. Poniewaz K jest zwarty, wiec istnieje podciag (zn, )k

zbiezny do pewnego punktu z z K, tzn.

lilgnxnk =rc K.

Poniewaz f jest odwzorowaniem ciaglym, wiec
tim f(x,) = f(2) € fIK].

I tak z ciagu (yn)n elementéw f[K] wybraliSmy podciag, (f(zn, )k = (Yn, )k zbiezny
do punktu z f[K].
O

Zadanie 2. Pokazaé, ze istnieje funkcja ciagla z prostej rzeczywistej na odcinek
[—1,1]. Czy przeciwobraz zbioru zwartego przez odwzorowanie ciagle musi byé
zwarty?

Zadanie 3. Pokazaé, ze rodzina L¢([0,1],[0,1]) funkeji z odcinka [0,1] w odcinek
[0, 1], ktére spelniaja warunek Lipschitza ze stala C (|f(z) — f(y)| < Clz —y]|) jest
podzbiorem zwartym przestrzeni C|0, 1].

Zadanie 4. Czy rodzina C([0,1],]0,1]) funkcji ciagltych z odcinka [0,1] w odcinek
[0,1] jest zwarta?



Zadanie 5. Czy rodzina C([0,1],]0,1]) jest podzbiorem domknietym C[0,1]?

Moéwimy, ze rodzina U podzbioréw przestrzeni metrycznej (X,d) jest pokryciem
zbioru A C X, je$li A zawiera si¢ w sumie teoriomnogosciowej wszystkich zbioréw

z U:
Acu
veu

Zachodzi nastepujaca charakteryzacja zbioréw zwartych.

Twierdzenie 15. Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna. Przestrzen X jest
zwarta, wtedy i tylko wtedy, gdy z kazdej rodziny U zbioréw otwartych bedacej
pokryciem X mozna wybraé¢ podrodzing skonczona, ktéra nadal jest pokryciem X
(taka rodzine nazywamy podpokryciem U).

Zanim udowodnimy to twierdzenie, sformutujemy i udowodnimy lemat o rodzinach
scentrowanych oraz lemat o oSrodkowosci zbioréw zwartych.

Moéwimy, ze rodzina zbiorow K jest scentrowana, jesli dla kazdej jej skonczonej
podrodziny {Kj, ..., K,} przekrdj jej elementéw K1 N...N K, jest niepusty.

Lemat 1. Jedli przeliczalna scentrowana rodzina K sktada si¢ z podzbioréw zwar-
tych tej samej przestrzeni metrycznej (X, d), to przekrdj wszystkich elementéw
rodziny K jest niepusty.

Dowéd. Niech K = {K1, Ko, ...}. Z zalozenia
Kin...nK, #0.

Kazdy taki przekrdj jest zbiorem zwartym, bo jest zbiorem domknigtym i podzbio-
rem Ki-zbioru zwartego. Otrzymujemy wiec zstepujacy cigg niepustych zbioréw
zwartych K1 D K1 N Ky D ... 1z twierdzenia 10:

NEN...NK,) =] K #0.

n=1 n=1

O

Lemat 2. Kazda przestrzen metryczna zwarta (X, d) jest osrodkowa, tzn. zawiera
przeliczalny podzbiér gesty.

Dowdd. Niech A,, bedzie maksymalnym podzbiorem X takim, ze kazde dwa punkty
w A, odlegle sa od siebie o nie mniej niz o 1/n (istnienie takiego zbioru maksymal-
nego wynika np. z lematu Kuratowskiego-Zorna). Gdyby zbiér A,, byl nieskonczony,
zawieralby ciag, ktérego wszystkie elementy odlegle bylyby od siebie o nie mniej
niz 1/n, a wiec nie spelniajacy warunku Cauchy’ego, a zatem rozbiezny, a to stano-
witoby sprzeczno$é¢ z zalozeniem o zwartosci przestrzeni X. Teraz zauwazmy, ze z
maksymalnosci A,, wynika, ze kazdy punkt z przestrzeni X jest odlegly od pewnego
punktu z A, o mniej niz 1/n. Gdyby tak nie bylo, to mozna by ten punkt dodaé
do A,, i tak powigkszony zbiér miatby te sama wlasno$é co A,, tzn. kazde dwa
punkty w A,, odlegle sa od siebie o nie mniej niz o 1/n, a to przeczyloby temu, ze



A, jest maksymalnym zbiorem o tej wlasnosci. Stad juz wynika, ze zbidr

oo
A= U A,
n=1
jest gesty w X.
O

Dowéd twierdzenia 15. (=) Zal6ézmy, ze X jest zwarta. Niech rodzina zbioréw
otwartych U bedzie pokryciem X. Zatem z lematu 2 jet to przestrzen osrodkowa.
Niech D bedzie przeliczalnym zbiorem gestym (osrodkiem). Wiemy, ze kule o érod-
kach w punktach tego zbioru i promieniach wymiernych tworza baze przestrzeni.
Jest to baza przeliczalna. Nazwijmy ja B. Niech rodzing H tworzg tylko te elementy
z B, ktére sa podzbiorami jakiego$ zbioru z U. Poniewaz elementy bazy zawarte w
dowolnym ustalonym zbiorze otwartym U wysumowuja kazdy taki zbiér, tzn.

v= |J B

BeB, BCU

wiec rodzina H tez stanowi pokrycie X. Twierdzimy teraz, ze istnieje skonczo-
na podrodzina H’ rodziny H bedaca pokryciem X. Zalézmy, nie wprost, ze taka
rodzina nie istnieje. Rozwazmy rodzing C dopetnien zbioréw z H. Zbiory z C sa do-
mknietymi podzbiorami przestrzeni zwartej, a wiec same sa zwarte. Poniewaz zadna
skonczona suma zbioréw z H nie pokrywa X, wiec zadna skoniczona podrodzina C
nie ma pustego przekroju, czyli C jest scentrowana, a zatem z lematu 1 przekrdj
wszystkich zbioréw z rodziny C jest niepusty. To z kolei oznacza, ze suma wszyst-
kich zbioréw z rodziny H nie jest cala przestrzenia, a wiec H nie jest pokryciem
X i tu dostajemy sprzeczno$é. To jednak jeszcze nie koniec dowodu, bo dotychczas
wybraliémy pewne skoficzone podpokrycie H' = {Hy,...,H,} z rodziny H. Aby
zakonczy¢ dowdd zauwazamy, ze kazdy element z H, a wiec i z H’, jest podzbiorem
pewnego elementu z U. Niech wiec

H, CU €U, H,CU,elU,...,H, CUU

Oczywiscie rodzina {Uy,...,U,} jest tez pokryciem X.

(<) Zalézmy teraz, ze z kazdego pokrycia zbiorami otwartymi przestrzeni X mozna
wybraé¢ podpokrycie skonczone. Niech (z,,), bedzie dowolnym ciagiem punktéw z
X. Jedli cigg ten nie miatby zadnego podciagu zbieznego w X, to dla kazdego punktu
z € X istnialaby kula otwarta B(z,r,), taka, ze dla pewnego N, € N punkty z,, o
indeksach n > N, lezalyby poza ta kula (w przeciwnym razie znalezliby$my podciag
zbiezny do z). Oczywiscie kule B(z,r,) stanowia pokrycie X. Mozna wiec wybraé
skoniczone podpokrycie

X =B(z1,72,) V... B(zm, 72,,)-

Tu jednak dostajemy sprzeczno$é, bowiem okazuje sie, ze w ciagu (z,), nie ma
wyrazow o indeksach wiekszych niz

N =max{N,,,...,N, }.



Zadanie 6. Jegli scentrowana (tym razem niekoniecznie przeliczalna) rodzina K skta-
da si¢ z podzbioréw zwartych tej samej przestrzeni metrycznej (X, d), to przekrdj
wszystkich elementéw rodziny KC jest niepusty.



