W tym wykladzie zajmiemy sie konstrukcja specjalnego podzbioru zwartego od-
cinka - tzw. zbioru Cantora. To jeden z podstawowych podzbioréw prostej o fun-
damentalnym znaczeniu dla calej matematyki. Wystepuje w réznych odstonach i
postaciach w analizie, topologii, rachunku prawdopodobienstwa czy teorii mnogo-
Sci. Wielka popularnoscia cieszy sie od wielu lat teoria fraktali. Otéz najbardziej
podstawowym, wzorcowym fraktalem jest wlasnie zbiér Cantora. Zapoznajmy sie
z tym bardzo ciekawym obiektem.

PRZESTRZENIE METRYCZNE ZWARTE -c.d.; TROJKOWY ZBIOR
CANTORA

Zbiér Cantora konstruujemy rekurencyjnie w nastepujacy sposéb.

Odcinek I = [0, 1] dzielimy na trzy réwne odcinki (kazdy dtugosci 371: I, 1) - =[0,1]

11(1) =[5, 2] 12(1) = [4,2] odcinki i otwarty Srodkowy odcinek mt(I( ) =(3,2)
usuwamy. Tak wiec po drugim etapie konstrukcji mamy do czynienia ze zbiorem

o-p3Jof2].

Zauwazmy, ze
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W drugiej czesci konstrukeji dzielimy oba pozostalte odcinki Iél) oraz Iél) na trzy
réwne odcinki (kazdy dtugosci 372):
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i usuwamy centralne odcinki otwarte, tzn.
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Tak wiec po drugim etapie konstrukcji mamy do czynienia ze zbiorem

C=iuruRIuIR = 12,
i1,i2€{0,2}
Zauwazmy, ze
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Zalézmy teraz, ze jesteSmy po n-tym etapie konstrukcji na tym etapie powstalt
zbiér
_ (n)
Cn - U Iil,ig,...,in’
i1,2,...,in €{0,2}

gdzie odcinki ™ . sg postaci
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W n 4+ 1-szym etapie konstrukeji kazdy z tych odcinkéw dzielimy na trzy odcinki o
rownej dtugosci
(n) _ p(n+1) (n+1) (n+1)
L i = it o, in,0 O Liy i in 1 Y i i i 20

gdzie
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Ponownie usuwamy centralne odcinki otwarte, tzn. odcinki

n n
(1Y = D3 437D N i3 2 37D
j=1 j=1

Zatem po n + 1-szym etapie konstrukeji pozostal zbior
— (n+1)
On+1 - U Ii:i27"~;in+l :

i1,42,...,in+1€{0,2}
Trojkowy zbiér Cantora definiujemy jako przekrdj wszystkich zbioréw C), lub, in-
nymi stowy, to co zostalo z odcinka [0,1] po wyrzuceniu wszystkich centralnych
zbioréw otwartych na wszystkich etapach konstrukcji:

C= ﬁ Cin.
n=1

Twierdzenie 16. Zbiér Cantora C' jest zbiorem zwartym, ma puste wnetrze i jest
zbiorem mocy continuum.

Dowdd. Kazdy zbiér C), jest suma skonczonej liczby zbioréw domknietych, a wiec
jest domkniety. Przekrdj zas dowolnej rodziny zbioréw domknietych jest domkniety,
a zatem C jest domkniety, a wiec, jako ograniczony podzbidr przestrzeni euklide-
sowej, jest zwarty.

Zauwazmy, ze w zbiorze C), nie zawiera sie zaden odcinek otwarty o diugosci
wiekszej niz 37", Zatem w zbiorze C nie zawiera sie zaden odcinek otwarty, a stad
wynika juz, ze int(C) = ().

Jedli x € C, to dla kazdego n x € ™ ;. dla pewnych i1,42,...,in € {0,2}.

11,82,.00y0
. . . . . . . r(n+l1)
Poniewaz dla n + 1 jedynymi odcinkami postaci I . mrjnat?

Il(lnj;l)znz, wiec istnieje dokladnie

do ktérych moze

., - 1
nalezeé x s (rozlaczne) odcinki Iz(lnj; ) i, 0 OTaz

jeden ciag nieskofczony i1,42,... € {0,2} taki, ze x € 11(1"22% dla kazdego n.
Poniewaz dhugoéci tych odcinkéow daza do zera, a kazdy inny punkt y ze zbioru C'
jest oddalony od x o pewna dodatnig odlegltos¢, wiec
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Zatem kazdemu punktowi x € C odpowiada réznowartosciowo ciag nieskonczony
zlozony z zer i dwdjek. Réwniez kazdemu takiemu ciggowi i1, iz, . . . odpowiada do-

ktadnie jeden punkt ze zbioru C'. Wynika to z faktu, ze odcinki 1'1(1"22% tworza ciag
schodzacy, a wiec z twierdzenia Cantora (tw. 7) ich przekréj jest niepusty i zachodzi
(1). Mamy wiec wzajemnie jednoznaczng odpowiednio$é¢ miedzy punktami zbioru
Cantora i ciggami zero-dwéjkowymi. Poniewaz takich ciggbéw jest contininuum, to
taka tez jest moc zbioru Cantora.
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