Zaczynamy tym wykladem druga czes¢ tego kursu - teorie miary.

o-ALGEBRY ZBIOROW

Niech X bedzie dowolnym zbiorem. Rodzine A nazywamy algebrg podzbioréw X,
jesli A spelnia nastepujace trzy warunki:

i) Jesli A € A, to A°:= X \ A € A (zamknieto$¢ na dopelnienia);

ii) jesli A, B € A, to AU B € A (zamknieto$¢ na skoficzone sumowanie);

iii) X € A.

Rodzine F nazywamy o-algebrq podzbioréw (czytamy ”sigma-algebra podzbioréw”)
X, jedli F spelnia nastepujace trzy warunki:

1) Jesli A € F, to A°:= X \ A € F (zamknieto$é na dopelnienia);

2) jesli A1, As, ... € A, to ;2 A; € F (zamknieto$é na przeliczalne sumowanie);

3) X e F.

Zadanie 1. Kazda o-algebra podzbioréw zbioru X jest takze algebra podzbioréw
X.

Zadanie 2. Jedli F jest o-algebra podzbioréw zbioru X, to ) € F oraz jesli A1, A, ... €
A, to n?ilAZ e F.

Przyklad 1. Rodzina P(X) wszystkich podzbioréw zbioru X jest oczywiscie o-
algebra podzbioréow X.

Przyklad 2. Rodzina {0, X} jest (trywialna) o-algebra podzbioréw X.

Przyklad 3 - zadanie 3. Pokazaé, ze rodzina wszystkich podzbioréw skoniczonych i
ko-skoniczonych zbioru N liczb naturalnych:

A= {A CN: ‘A| < Ng lub |Ac| < No}
jest algebra podzbioréw N. Czy jest o-algebra podzbiorow N?

Przyklad 4 - zadanie 4. Pokazaé, ze rodzina wszystkich podzbioréow przeliczalnych
i ko-przeliczalnych zbioru R liczb rzeczywistych:

A={ACR:|A] <Xy lub |4 < R}

jest o-algebra podzbioréw R.

Niebawem poznamy mniej trywialne (i bardziej uzyteczne) przyklady o-algebr.
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Twierdzenie 19. Niech {F, : a € A} bedzie pewna rodzina c-algebr podzbioréw
tego samego zbioru X. Wtedy
F=)7%a

aEcA
jest tez o-algebra podzbiorow X.

Dowdd. Niech A € F. Wtedy A € F, dla kazdego o € A. Poniewaz F, jest o-
algebra podzbioréw X, wiec takze A° € F,. Zatem A° € () cp Fa = F, a wiec F
spelnia warunek 1) definicji o-algebry.

Niech teraz A, As,... € F. Wtedy dla kazdego o € A zbiory A;, i = 1,2,...,
nalezg do rodziny F,, a zatem, poniewaz F, jest o-algebra podzbioréw X, wiec
takze suma tych zbioréw | J;o, A; nalezy do F,. Poniewaz ma to miejsce dla kazdego
a € A, wiee Ui A € Npen Fa = F. Zatem F spelnia warunek 2) definicji o-
algebry.

Poniewaz dla kazdego oo € A F, jest o-algebra podzbioréow X, wiec X € F, dla
kazdego v € A, a wice X € (| cp Fa = F.
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Niech teraz D bedzie pewna rodzinag podzbioréow zbioru X. Definiujemy

o(D) = m F.
F jest o —algebra podzbioréw X, DCF
Zatem o (D) jest przekrojem wszystkich o-algebr zawierajacych o(D). Rodzina ta-
kich o-algebr jest niepusta poniewaz np. D C P(X). Z twierdzenia 19 wiemy, ze
o(D) jest o-algebra. Oczywiscie jest to najmniejsza o-algebra zawierajaca rodzine
zbioréw D. (D) nazywamy o-algebra generowang przez rodzine D.

Najwazniejszym przyktadem uzycia pojecia o-algebry generowanej przez rodzine
zbioréw jest okredlenie o-algebry podzbioréw borelowskich przestrzeni metryczne;j.

Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna. Niech Ox bedzie jej topologia, czyli
rodzina wszystkich zbioréw otwartych. Rodzine B(X) wszystkich podzbioréw bo-
relowskich przestrzeni (X,d) definiujemy jako najmniejsza o-algebre podzbioréw
X zawierajaca wszystkie podzbiory otwarte X, czyli o-algebre generowang przez
zbiory otwarte, czyli

B(X) = O'(Ox).
Zbiory z rodziny B(X) nazywamy podzbiorami borelowskimi przestrzeni X.

Zadanie 5. Pokazaé, ze wszystkie zbiory domkniete przestrzeni metrycznej sa bore-
lowskie. Pokazaé takze, ze zbiory liczb wymiernych i niewymiernych sa borelowskimi
podzbiorami prostej rzeczywistej.

Zadanie 6. Pokazadé, ze zbiér wszystkich funkeji ciaglych na odcinku [0, 1], ktére nie
sa stale na zadnycm odcinku jest podzbiorem borelowskim C[0, 1].

Zadanie 7. Jedli (X,d) jest przestrzenia metryczna i niech Y C X. Wtedy Y mo-
zna rozwazaé jako przestrzen metryczng z ta sama metryka d ograniczona do Y.
Pokazaé, ze

BY)={YnB:BeB(X)}

Tak wiec zbiory borelowskie w Y sa Sladami na Y zbioréw borelowskich w X.



