W tym wykladzie oméwimy pojecie funkcji mierzalnej wzgledem o-algebry. Jest to
daleko idace uogdlnienie pojecia ciaglosci funkcji znanego z analizy i czesci topolo-
gicznej tego wyktadu.

Funkcje mierzalne

Przestrzenig mierzalng nazywamy pare (X, F), gdzie X jest dowolnym zbiorem, a
F o-algebra podzbioréw X. Funkcje f : X — R nazywamy F-mierzalng, lub, gdy
o-algebra F jest ustalona, po prostu mierzalng, jeéli przeciwobraz f~1[(a,b)] dowol-
nego odcinka otwartego jest elementem o-algebry F. Rodzine funkcji F-mierzalnych
na X oznaczamy Mes(F). Gdy X jest przestrzenig metryczna, a F = B(X) jest
o-algebra podzbioréw borelowskich X, funkcje mierzalne nazywamy funkcjami bo-
relowsko mierzalnymi lub po prostu borelowskimi.

Zadanie 1. Niech (X, F) bedzie przestrzenia mierzalna. Pokazaé, ze f : X — R jest
funkcja mierzalng wtedy i tylko wtedy, gdy f~![(a,b)] € F dla kazdych dwé6ch liczb
wymiernych a < b.

Zadanie 2. Niech (X, F) bedzie przestrzenia mierzalna. Pokazaé, ze f : X — R jest
funkcja mierzalng wtedy i tylko wtedy, gdy f~![(—o0,a)] € F dla kazdej liczby
wymiernej a < b.

Zadanie 3. Pokazaé, ze w definicji funkcji mierzalnej odcinek otwarty (a,b) mozemy
zastapi¢ przez odcinek domkniety [a,b], a takze, ze w zadaniu 1 zamiast rozwazaé
odcinek otwarty o koncach wymiernych, mozemy rozwaza¢ odcinek domkniety oraz
ze w zadaniu 2 zamiast polprostej otwartej mozemy mowic¢ o pétprostej domkniete;j,
a takze, ze poOlproste dolne mozna zastapi¢ przez polproste goérne ((a, o), [a,0)).

Zadanie 4. Niech (X,F) bedzie przestrzenia mierzalng. Pokazaé, ze f : X — R
jest funkcja mierzalng wtedy i tylko wtedy, gdy f~![B] € F dla kazdego zbioru
borelowskiego B € B(R).

Funkcje mierzalne zachowuja sie ” przyzwoicie” ze wzgledu na operacje algebraiczne.
Kolejne twierdzenia pokazuja zamknietosé klasy Mes(F) na dodawanie i mnozenie
funkcji.

WprowadZmy nastepujace oznaczenia (typowe dla rachunku prawdopodobienstwa).
Niech f: X — R. Niech ACR, a € R.

[feA:={xeX: flx)cA=Ff'4],
[f <al:={zeX: f(zx) <a]=f'[(—00,a)]

f <al:={zeX: f(x) <a = f[(~o0.d] itp.
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Twierdzenie 21. Niech (X, F) bedzie przestrzeniag mierzalna. Jesli f, g € Mes(F),
wtedy takze f+ g € Mes(F).

Dowéd. Pokazemy najpierw, ze dla a € R zachodzi réwnosé
(1) f+g<al=J(f<dnlg<a-—dq)
q€Q
Niech x nalezy do zbioru po prawej stronie dowodzonej réwnosci. Wtedy istnieje
takie q, ze
flz) <q
g(z) <a—gq.
Dodajac stronami, otrzymujemy nieréwnosé
f(x)+g(x) <a,
a wiec x nalezy takze do zbioru po lewej stronie (1).
Zalézmy teraz, ze x nalezy do zbioru po lewej stronie (1).Wtedy
f(@) <a—g(z).
Niech ¢ bedzie liczba wymierna nalezaca do odcinka (f(z), @ — g(x)). Wtedy g(z) <
a — q. Zatem dla tak dobranej liczby wymiernej ¢ mamy
zelf<qnlg<a—qd,
a wiec x nalezy tez do prawej strony réwnosei (1).
Zatem istotnie (1) zachodzi. Sktadniki sumy po prawej stronie réwnosci sa zbiorami
z F z zalozenia mierzalnosci funkcji f i g, a suma po liczbach wymiernych jest
przeliczalna, a wiec zbiér [f + g < ] jest w F, bo F jest o-algebra. Zatem, wobec

dowolnosci o € R, f + g jest funkcja F-mierzalna.
O

Lemat 1. Niech (X, F) bedzie przestrzenia mierzalna. Jesli f € Mes(F), wtedy
takze f2 € Mes(F).

Dowdéd. Jedli a < 0, to zbiér [f? < a] jest pusty, a wiec nalezy do F.
Zalézmy, ze o > 0. Wtedy
[f2<a]=[f > —valnlf < val.
Z mierzalnosci f [f < /a] € F itakze [f > —/a] = [f < —y/a]® € F, a poniewaz

przekréj dwoch zbioréw z o-algebry nalezy do tej o-algebry, wiec [f? < a] € F.
O

Zadanie 5. Niech (X, F) bedzie przestrzenia mierzalna. Niech a € R. Pokazaé, ze
jesli f : X — R jest funkcja F-mierzalna, to takze « - f jest F-mierzalna.

Twierdzenie 22. Niech (X, F) bedzie przestrzenia mierzalna. Jesli f, g € Mes(F),
wtedy takze f - g € Mes(F).

Dowéd. Teza wynika z twierdzenia 21, lematu 1, zadania 5 oraz nastepujacej toz-
samogci:

Frg= 5 +9 £~ )
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Inna cechg klasy funkcji mierzalnych jest zamknieto$¢ na przejscia graniczne.

Twierdzenie 23. Niech (X, F) bedzie przestrzenia mierzalna. Niech fi, fa, ... be-
dzie ciagiem funkcji F-mierzalnych, dla ktérych w kazdym punkcie x € X istnieje
rzeczywisty kres gérny I(x) = inf,, f,,(x). Wtedy I tez jest funkcja F-mierzalna.

Dowéd. Teza wynika natychmiast z nastepujacej réwnosci:

I <al= Ufn<a
n=1
(|

Analogicznie dowodzimy nastepujace twierdzenie, gdzie infimum zastapione jest
przez supremum.

Twierdzenie 24. Niech (X, F) bedzie przestrzenia mierzalna. Niech fi, fa,... be-
dzie ciagiem funkcji F-mierzalnych, dla ktérych w kazdym punkcie x € X istnieje
rzeczywisty kres gérny S(z) = sup,, fn(z). Wtedy S tez jest funkcja F-mierzalna.

Twierdzenie 24. Niech (X, F) bedzie przestrzenia mierzalna. Niech fi, fa, ... be-
dzie ciggiem funkcji F-mierzalnych, ktéry ma granice punktowa

J@) = lim_ ().
Wtedy takze funkcja f jest F-mierzalna.

Dowdd. Granica ciagu jest rowna jego granicy gérnej. Mamy zatem
f(z) =limsup fn(z) = infoensup fu(2),

n— o0 izn

i teraz juz teza wynika z dwoch poprzednich twierdzen.



