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Lista 1. momentu
o« N={0,1,2,...}, Nt ={1,2,3,.. .}
e [n]={1,2,...,n} dlaneNT

n—oo

o f(n) <g(n), jezeli f(n)/g(n) —— 0

n—oo

e f(n) > g(n), jezeli f(n)/g(n) —— oo

Zad. 1 — Niech G, ) bedzie dwumianowym grafem losowym. Zdefiniujmy nastepujace zmienne losowe:
o |E,,| =e(Gryp) - liczba krawedzi w G, 5,
o T, p - liczba trojkatow w Gy, p,
o I, , - liczba wierzchotkéw izolowanych w G, p,
e DZ2 - liczba wierzchotkéw stopnia co najmniej 2 w Gy, .

Wyznacz ich wartosci oczekiwane.

Zad. 2 — Niech G,, , bedzie dwumianowym grafem losowym oraz niech m € {0,1,...,(3)}. Wyznacz
gm = Ple(Gyp) = m] oraz oblicz 27(;210 Gm-

Zad. 3 — Ile razy w zyciu dowodzil(ale)$ nieréwnosci Markova? Zwieksz te liczbe o 1.

Nieréwnos$é Markova. Niech X bedzie nieujemng zmienng losowa. Wtedy dla kazdego a > 0

E[X]

PX >a] <

Rozwazmy ciag zmiennych losowych (X,,)22, przyjmujacych wartosci w zbiorze liczb naturalnych N.
1. Co mozna powiedzie¢ o lim,,—, o P[X,, = 0], jesli lim,,, - E[X,,] = 07
n—oo n—oo

2. Podaj przyktad ciagu zmiennych losowych takich, ze E[X,] —— oo, ale P[X,, = 0] —— 1.
3. Przemysl punkt 1. i 2.

Zad. 4 — Niech G, bedzie dwumianowym grafem losowym, za$ P wtasnoscia ,,graf posiada co naj-
mniej jedng krawedz”. Udowodnij, ze dla p = p(n) < 1/n?
n—oo

PG, € P] —— 0.

Zad. 5 — Niech G}, ; bedzie dwumianowym grafem losowym, za$ P wlasnoscig ,,graf posiada co naj-
muiej jeden trojkat”. Zaproponuj sensowna funkcje f(n) taka, ze dla p = p(n) < f(n)
n—oo

P[Gn,p IS 'PA] — 0.

Zad. 6 — Niech G,, ;, bedzie dwumianowym grafem losowym, za$ P, wlasnoscia ,,graf nie posiada wierz-
chotkéw izolowanych”. Niech ¢ > 0. Udowodnij, ze dla p = p(n) > W
P[Grp € Po] 22255 1.
(Skorzystaj z nieréwnosci 1 — x < e ® dla z € R.)
1. Czy w zadaniu {4 dla p = p(n) < (1 — ¢)/n? otrzymaliby$my P[G,, , € P] === 07
2. Czy w zadaniu |5 dla p = p(n) < (1 — €) f(n) otrzymalibysmy P[G,, , € Pa] s 07



Lista 2. momentu

Zad. 1 — Rozwaz funkcje f(p) = P[G, , € P] dla p € [0,1]. Uzasadnij, ze f(p) jest ciagla na [0,1]. Ile
wynosza f(0) oraz f(1) dla wlasnosci wymienionych w Misji 1 (mozesz przyjaé¢ n > 5)?

Zad. 2 — Niech P bedzie wtasnosciag monotonicznie rosnaca. Uzasadnij, ze P jest whasnoscia mono-
tonicznie malejaca.

Zad. 3 — Pokazalismy, ze jesli P jest wlasno$ciag monotonicznie rosnaca, to
PlGpm € P] <P[Gpm €P] dla m<m'.
Czy nier6wnos$¢ pozostaje prawdziwa, gdy wlasnosé P jest monotonicznie malejaca?

Zad. 4 — Zaproponuj coupling, dzieki ktéremu uzasadnisz, ze jesli P jest wlasnodcia monotonicznie
rosnacy, to
PGnp € P) <PGny €P] dla p<p.

Zad. 5 — Ile razy w zyciu dowodzil(ale)s nieréwnosci Czebyszewa? Zwieksz te liczbe o 1.

Nieréwnosé Czebyszewa. Niech X bedzie zmienng losowa. Dla kazdego ¢t > 0 mamy

Var[X]
I

P|X —EX|>{] <

Rozwazmy ciag dodatnich zmiennych losowych (X,,)5% .
1. Jak wyglada nieréwnos¢ Czebyszewa dla t = E[X,]?
2. Wstaw odpowiednia nieréwnos$é¢ pomiedzy P[X,, = 0] i P[|X,, — E[X,,]| > E[X,.]].

3. Co mozna powiedzie¢ o lim,,_,~, P[X,, = 0], jesli lim,, g[gfb]t =17

Zad. 6 — Niech G,, ;, bedzie dwumianowym grafem losowym. Zdefiniujmy nastepujace zmienne losowe:
o |E, | =e(Gryp) - liczba krawedzi w G, 5,
o T, p - liczba trojkatow w Gy, 5.

Sprobuj wyznaczy¢ ich wariancje.



Lista 3. progéw

Zad. 1 — Ponumerujmy wszystkie trojkaty w etykietowanym grafie K, liczbami naturalnymi od 1
do (%). Niech T := T, , bedzie zmienng losows oznaczajaca liczbe trojkatow w grafie losowym G, . Dla
1€ [(g)] definiujemy zmienne losowe

T — 1 jezeli trojkat numer ¢ nalezy do G, p
‘0 W p.p.

Oczywiscie, T' = Ez(i)l T;.
1. Uzasadnij, 7e E[T?) = E[T) SV B[T, = 1|7y = 1].
2. Wyznacz Var[T].
3. Czy réwnosé analogiczna do tej z punktu 1. zachodzi dla ponizszych zmiennych losowych?

o I, , - liczba wierzcholkéw izolowanych w G, 5.
o I, , - liczba krawedzi w Gy, p.

) Kﬁlk,)j - liczba kopii grafu K w G, .

Zad. 2 — Udowodnij, ze p*(n) = % jest progiem dla wlasnosci Pa - ,graf posiada trojkat” w G, p.

Zad. 3 — Zaproponuj funkcje p*(n), ktéra mogtaby by¢ progiem dla wlasnosci Pk, - ,graf posiada
kopie K4” w G, . Udowodnij, ze Twoje p*(n) jest progiem dla Pg,.

Zad. 4 — Zaproponuj prog dla wtasnosci Pk, - ,graf posiada kopie K;,” w G, , dla stalego & € N.
Sprobuj udowodnié, ze rzeczywiscie jest progiem.

Zad. 5 — Zaproponuj prog dla wlasnosci Py - ,graf posiada kopie H” w G, , gdzie H jest dowolnym
grafem o stalej liczbie wierzchotkéw vy i statej liczbie krawedzi ep.

1. Jak wygladalby zaproponowany przez Ciebie prog dla grafu przedstawionego na Rysunku [I?

2. Poréwnaj go z progiem dla Pk, .

3. Wyciagnij wniosek.

Rysunek 1: Latawiec / Lollipop

Zad. 6 — Udowodnij, ze p*(n) = 1“7" jest ostrym progiem dla wlasnosci P, - ,,graf nie posiada wierz-
chotkéw izolowanych” w G, 5.



Lista 4. wyzwan

Wszystkie wyzwania tej listy dotycza grafu losowego G, ,. By¢ moze warto sobie przypomnie¢, ze
o (1) <™ <k, anawet (7) < (2€)" dlan,k €N,
e l-—z<e®dlazcR, atakie 1 — f(n) ~e /™ dla f(n) = o(n),
o f(n) =o(g(n)) < f(n) <g(n),

o f(n) =w(g(n)) = f(n) > g(n).

~—

Zad. 1 — Udowodnij, ze p*(n) = # jest progiem dla wlasnodci P - ,graf jest sumg wierzchotkow
izolowanych i krawedzi izolowanych”.

Wskazowka: Czego nie ma graf, ktory jest sumq wierzchotkow izolowanych i krawedzi izolowanych?

Zad. 2 — Niech p = p(n) < 2 (réwnowaznie p = p(n) < w(%)n). Udowodnij, ze

o0

P[G,,, jest lasem] "= 1.

Uzasadnij, ze p*(n) = + jest progiem dla wlasnosci Pr - ,graf jest lasem”.
Wskazowka: Pomysl o cyklach dtugosci co najmniej 3.

Zad. 3 — Niech G = (V, FE) bedzie grafem prostym, |V| = n. Cieciem w G nazwijmy taka partycje

zbioru wierzchotkow {S,V'\ S}, gdzie 1 < |S| < n/2 oraz dla kazdej krawedzi {v,w} € E mamy v,w € S
lub v,w € V'\ S. Niech € > 0 oraz p = p(n) > W Udowodnij, ze

. . - —
P[G.,, zawiera ciecie] ~—— 0.

oo o ionder - Todli ) ; P n/2 IS ) [vVn] - n/2
Wskazowka: Jesli badasz pewng sume Y. "7(...), to rozwaz osobno Y ;Y7 (...) oraz zz‘:,ﬁﬁl (..)-

Zad. 4 — Udowodnij, ze p*(n) = 1“7" jest ostrym progiem dla wlasnosci P¢ - ,graf jest spojny”.



Lista 5. ¢é¢wiczen

Zad. 1 — Niech X = Zf\il X, gdzie X; sa zmiennymi losowymi. Pokaz, ze

Var[X ZZCOV X, X;].

=1 i=1

Dodatkowo, jezeli X; sa zmiennymi losowymi przyjmujacymi wartosci w zbiorze {0,1}, to

M M
Var(X] =3 Y (P[X; =1,X; = 1] - P[X; = 1|P[X; = 1]).
i=1 i=1
Zad. 2 — Niech X,Y beda zmiennymi losowymi o dodatnich wariancjach, przyjmujacymi warto$ci

w zbiorze {0,1}, przy czym P[Y = 1] > 0. Pokaz, 7e jezeli X i Y sa pozytywnie skorelowane (czyli
Cor[X,Y] > 0), to
P[X = 1Y = 1] > P[X = 1].

Zad. 3 — Niech X1, X5, X3,... oraz X beda zmiennymi losowymi przyjmujacymi wartosci w zbiorze
liczb naturalnych. Pokaz, ze

X, 4X <« VkeN PIX, =k 22 PlX =k

Zad. 4 — Rozwazmy ciag zmiennych losowych (X,,),>1 takich, ze X,, pochodzi z rozktadu dwumiano-
wego z parametrami n oraz pp, przy czym np, 272 A e Rt Pokaz, ze X, 4, Po(N).

Zad. 5 — Niech {X,,},>1 bedzie ciagiem zmiennych losowych przyjmujacych wartosci w zbiorze liczb
n—oo

naturalnych. Niech {\,},>1 bedzie ciagiem dodatnich liczb rzeczywistych takich, ze A, —— A. Pokaz,

ze
n—00

dry (Xn, Po(A\y)) — 0 = X, —>Po(>\)

Przypomnienie: Dla catkowitoliczbowych zmiennych losowych X iY
dry(X,Y) Z\r = k] —P[Y = k]|,

v d . L
za$ X, = Po(\) oznacza zbiezno$é wedtug rozktadu.



Lista 6. - po prostu lista

Zad. 1 — Wyznacz prég dla wlasnosci P, - ,,graf nie posiada wierzchotkéw izolowanych” w dwudzielnym
grafie losowym G, p p-

Zad. 2 — Niech G = (V, F) bedzie grafem dwudzielnym z partycja wierzchotkow V = U U W, gdzie
Ul = |W| = n. Niech § C U bedzie najmniejszym (w sensie mocy zbioru) zbiorem naruszajacym
warunek Halla (czyli |S| > |N(S)|, gdzie N(S) to zbior sasiadow wierzchotkow z S).

1. Pokaz, ze |S| = |[N(S)| + 1.
2. Pokaz, ze |S| < [n/2].

3. Pokaz, ze kazdy wierzcholek z N(S) jest sasiadem co najmniej dwoch wierzchotkow z S.

Inn+c
n

Zad. 3 — Niech I,, , oznacza liczbe wierzchotkéw izolowanych w grafie losowym G, ,. Niech p =
gdzie ¢ € R jest stata. Jezeli I, 4, Y, to jaki rozkltad ma Y? Wyznacz lim,,_,o P[I,, , = 0].
Zad. 4 — Graf H jest zbalansowany, jezeli u(H) = d(H). Graf H jest $cisle zbalansowany, jezeli
d(H) > d(K) dla kazdego K bedacego wlasciwym podgrafem H. Podaj przyktad grafu, ktory

e nie jest zbalansowany,

e jest zbalansowany, ale nie jest $ciéle zbalansowany,

e jest $cisle zbalansowany.



