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Lista 1. momentu

� N = {0, 1, 2, . . .}, N+ = {1, 2, 3, . . .}

� [n] = {1, 2, . . . , n} dla n ∈ N+

� f(n)� g(n), je»eli f(n)/g(n)
n→∞−−−−→ 0

� f(n)� g(n), je»eli f(n)/g(n)
n→∞−−−−→∞

Zad. 1 � Niech Gn,p b¦dzie dwumianowym grafem losowym. Zde�niujmy nast¦puj¡ce zmienne losowe:

� |En,p| = e(Gn,p) - liczba kraw¦dzi w Gn,p,

� Tn,p - liczba trójk¡tów w Gn,p,

� In,p - liczba wierzchoªków izolowanych w Gn,p,

� D≥2
n,p - liczba wierzchoªków stopnia co najmniej 2 w Gn,p.

Wyznacz ich warto±ci oczekiwane.

Zad. 2 � Niech Gn,p b¦dzie dwumianowym grafem losowym oraz niech m ∈ {0, 1, . . . ,
(
n
2

)
}. Wyznacz

qm = P[e(Gn,p) = m] oraz oblicz
∑(n2)

m=0 qm.

Zad. 3 � Ile razy w »yciu dowodziª(a|e)± nierówno±ci Markova? Zwi¦ksz t¦ liczb¦ o 1.

Nierówno±¢ Markova. Niech X b¦dzie nieujemn¡ zmienn¡ losow¡. Wtedy dla ka»dego a > 0

P[X ≥ a] ≤ E[X]

a
.

Rozwa»my ci¡g zmiennych losowych (Xn)
∞
n=0 przyjmuj¡cych warto±ci w zbiorze liczb naturalnych N.

1. Co mo»na powiedzie¢ o limn→∞ P[Xn = 0], je±li limn→∞ E[Xn] = 0?

2. Podaj przykªad ci¡gu zmiennych losowych takich, »e E[Xn]
n→∞−−−−→∞, ale P[Xn = 0]

n→∞−−−−→ 1.

3. Przemy±l punkt 1. i 2.

Zad. 4 � Niech Gn,p b¦dzie dwumianowym grafem losowym, za± P wªasno±ci¡ �graf posiada co naj-
mniej jedn¡ kraw¦d¹�. Udowodnij, »e dla p = p(n)� 1/n2

P[Gn,p ∈ P]
n→∞−−−−→ 0.

Zad. 5 � Niech Gn,p b¦dzie dwumianowym grafem losowym, za± P∆ wªasno±ci¡ �graf posiada co naj-
mniej jeden trójk¡t�. Zaproponuj sensown¡ funkcj¦ f(n) tak¡, »e dla p = p(n)� f(n)

P[Gn,p ∈ P∆]
n→∞−−−−→ 0.

Zad. 6 � Niech Gn,p b¦dzie dwumianowym grafem losowym, za± P• wªasno±ci¡ �graf nie posiada wierz-
choªków izolowanych�. Niech ε > 0. Udowodnij, »e dla p = p(n) ≥ (1+ε) lnn

n

P[Gn,p ∈ P•]
n→∞−−−−→ 1.

(Skorzystaj z nierówno±ci 1− x ≤ e−x dla x ∈ R.)
1. Czy w zadaniu 4 dla p = p(n) ≤ (1− ε)/n2 otrzymaliby±my P[Gn,p ∈ P]

n→∞−−−−→ 0?

2. Czy w zadaniu 5 dla p = p(n) ≤ (1− ε)f(n) otrzymaliby±my P[Gn,p ∈ P∆]
n→∞−−−−→ 0?



Lista 2. momentu

Zad. 1 � Rozwa» funkcj¦ f(p) = P[Gn,p ∈ P] dla p ∈ [0, 1]. Uzasadnij, »e f(p) jest ci¡gªa na [0, 1]. Ile
wynosz¡ f(0) oraz f(1) dla wªasno±ci wymienionych w Misji 1 (mo»esz przyj¡¢ n > 5)?

Zad. 2 � Niech P b¦dzie wªasno±ci¡ monotonicznie rosn¡c¡. Uzasadnij, »e PC jest wªasno±ci¡ mono-
tonicznie malej¡c¡.

Zad. 3 � Pokazali±my, »e je±li P jest wªasno±ci¡ monotonicznie rosn¡c¡, to

P[Gn,m ∈ P] ≤ P[Gn,m′ ∈ P] dla m < m′.

Czy nierówno±¢ pozostaje prawdziwa, gdy wªasno±¢ P jest monotonicznie malej¡ca?

Zad. 4 � Zaproponuj coupling, dzi¦ki któremu uzasadnisz, »e je±li P jest wªasno±ci¡ monotonicznie
rosn¡c¡, to

P[Gn,p ∈ P] ≤ P[Gn,p′ ∈ P] dla p < p′.

Zad. 5 � Ile razy w »yciu dowodziª(a|e)± nierówno±ci Czebyszewa? Zwi¦ksz t¦ liczb¦ o 1.

Nierówno±¢ Czebyszewa. Niech X b¦dzie zmienn¡ losow¡. Dla ka»dego t > 0 mamy

P[|X − EX| ≥ t] ≤ Var[X]

t2
.

Rozwa»my ci¡g dodatnich zmiennych losowych (Xn)
∞
n=0.

1. Jak wygl¡da nierówno±¢ Czebyszewa dla t = E[Xn]?

2. Wstaw odpowiedni¡ nierówno±¢ pomi¦dzy P[Xn = 0] i P[|Xn − E[Xn]| ≥ E[Xn]].

3. Co mo»na powiedzie¢ o limn→∞ P[Xn = 0], je±li limn→∞
E[X2

n]
E[Xn]2 = 1?

Zad. 6 � Niech Gn,p b¦dzie dwumianowym grafem losowym. Zde�niujmy nast¦puj¡ce zmienne losowe:

� |En,p| = e(Gn,p) - liczba kraw¦dzi w Gn,p,

� Tn,p - liczba trójk¡tów w Gn,p.

Spróbuj wyznaczy¢ ich wariancje.



Lista 3. progów

Zad. 1 � Ponumerujmy wszystkie trójk¡ty w etykietowanym gra�e Kn liczbami naturalnymi od 1
do
(
n
3

)
. Niech T := Tn,p b¦dzie zmienn¡ losow¡ oznaczaj¡c¡ liczb¦ trójk¡tów w gra�e losowym Gn,p. Dla

i ∈
[(

n
3

)]
de�niujemy zmienne losowe

Ti =

{
1 je»eli trójk¡t numer i nale»y do Gn,p

0 w p.p.

Oczywi±cie, T =
∑(n3)

i=1 Ti.

1. Uzasadnij, »e E[T 2] = E[T ]
∑(n3)

i=1 P[Ti = 1|T1 = 1].

2. Wyznacz Var[T ].

3. Czy równo±¢ analogiczna do tej z punktu 1. zachodzi dla poni»szych zmiennych losowych?

� In,p - liczba wierzchoªków izolowanych w Gn,p.

� En,p - liczba kraw¦dzi w Gn,p.

� K
(k)
n,p - liczba kopii grafu Kk w Gn,p.

Zad. 2 � Udowodnij, »e p∗(n) = 1
n jest progiem dla wªasno±ci P∆ - �graf posiada trójk¡t� w Gn,p.

Zad. 3 � Zaproponuj funkcj¦ p∗(n), która mogªaby by¢ progiem dla wªasno±ci PK4
- �graf posiada

kopi¦ K4� w Gn,p. Udowodnij, »e Twoje p
∗(n) jest progiem dla PK4

.

Zad. 4 � Zaproponuj próg dla wªasno±ci PKk
- �graf posiada kopi¦ Kk� w Gn,p dla staªego k ∈ N.

Spróbuj udowodni¢, »e rzeczywi±cie jest progiem.

Zad. 5 � Zaproponuj próg dla wªasno±ci PH - �graf posiada kopi¦ H� w Gn,p, gdzie H jest dowolnym
grafem o staªej liczbie wierzchoªków vH i staªej liczbie kraw¦dzi eH .

1. Jak wygl¡daªby zaproponowany przez Ciebie próg dla grafu przedstawionego na Rysunku 1?

2. Porównaj go z progiem dla PK4
.

3. Wyci¡gnij wniosek.

Rysunek 1: Latawiec / Lollipop

Zad. 6 � Udowodnij, »e p∗(n) = lnn
n jest ostrym progiem dla wªasno±ci P• - �graf nie posiada wierz-

choªków izolowanych� w Gn,p.



Lista 4. wyzwa«

Wszystkie wyzwania tej listy dotycz¡ grafu losowego Gn,p. By¢ mo»e warto sobie przypomnie¢, »e

�

(
n
k

)
≤ nk

k! ≤ n
k, a nawet

(
n
k

)
≤
(
ne
k

)k
dla n, k ∈ N,

� 1− x ≤ e−x dla x ∈ R, a tak»e 1− f(n) ∼ e−f(n) dla f(n) = o(n),

� f(n) = o(g(n))⇐⇒ f(n)� g(n),

� f(n) = ω(g(n))⇐⇒ f(n)� g(n).

Zad. 1 � Udowodnij, »e p∗(n) = 1
n3/2 jest progiem dla wªasno±ci P - �graf jest sum¡ wierzchoªków

izolowanych i kraw¦dzi izolowanych�.
Wskazówka: Czego nie ma graf, który jest sum¡ wierzchoªków izolowanych i kraw¦dzi izolowanych?

Zad. 2 � Niech p = p(n)� 1
n (równowa»nie p = p(n) ≤ 1

ω(1)n ). Udowodnij, »e

P[Gn,p jest lasem]
n→∞−−−−→ 1.

Uzasadnij, »e p∗(n) = 1
n jest progiem dla wªasno±ci PF - �graf jest lasem�.

Wskazówka: Pomy±l o cyklach dªugo±ci co najmniej 3.

Zad. 3 � Niech G = (V,E) b¦dzie grafem prostym, |V | = n. Ci¦ciem w G nazwijmy tak¡ partycj¦
zbioru wierzchoªków {S, V \S}, gdzie 1 ≤ |S| ≤ n/2 oraz dla ka»dej kraw¦dzi {v, w} ∈ E mamy v, w ∈ S
lub v, w ∈ V \ S. Niech ε > 0 oraz p = p(n) ≥ (1+ε) lnn

n . Udowodnij, »e

P[Gn,p zawiera ci¦cie]
n→∞−−−−→ 0.

Wskazówka: Je±li badasz pewn¡ sum¦
∑n/2

i=1(...), to rozwa» osobno
∑b√nc

i=1 (...) oraz
∑n/2

i=b
√
nc+1

(...).

Zad. 4 � Udowodnij, »e p∗(n) = lnn
n jest ostrym progiem dla wªasno±ci PC - �graf jest spójny�.



Lista 5. ¢wicze«

Zad. 1 � Niech X =
∑M

i=1Xi, gdzie Xi s¡ zmiennymi losowymi. Poka», »e

Var[X] =

M∑
i=1

M∑
i=1

Cov[Xi, Xj ].

Dodatkowo, je»eli Xi s¡ zmiennymi losowymi przyjmuj¡cymi warto±ci w zbiorze {0, 1}, to

Var[X] =

M∑
i=1

M∑
i=1

(P[Xi = 1, Xj = 1]− P[Xi = 1]P[Xj = 1]) .

Zad. 2 � Niech X,Y b¦d¡ zmiennymi losowymi o dodatnich wariancjach, przyjmuj¡cymi warto±ci
w zbiorze {0, 1}, przy czym P[Y = 1] > 0. Poka», »e je»eli X i Y s¡ pozytywnie skorelowane (czyli
Cor[X,Y ] ≥ 0), to

P[X = 1|Y = 1] ≥ P[X = 1].

Zad. 3 � Niech X1, X2, X3, . . . oraz X b¦d¡ zmiennymi losowymi przyjmuj¡cymi warto±ci w zbiorze
liczb naturalnych. Poka», »e

Xn
d−→ X ⇐⇒ ∀k ∈ N P[Xn = k]

n→∞−−−−→ P[X = k].

Zad. 4 � Rozwa»my ci¡g zmiennych losowych (Xn)n≥1 takich, »e Xn pochodzi z rozkªadu dwumiano-

wego z parametrami n oraz pn, przy czym npn
n→∞−−−−→ λ ∈ R+. Poka», »e Xn

d−→ Po(λ).

Zad. 5 � Niech {Xn}n≥1 b¦dzie ci¡giem zmiennych losowych przyjmuj¡cych warto±ci w zbiorze liczb

naturalnych. Niech {λn}n≥1 b¦dzie ci¡giem dodatnich liczb rzeczywistych takich, »e λn
n→∞−−−−→ λ. Poka»,

»e
dTV (Xn, Po(λn))

n→∞−−−−→ 0 ⇐⇒ Xn
d−→ Po(λ).

Przypomnienie: Dla caªkowitoliczbowych zmiennych losowych X i Y

dTV (X,Y ) =
1

2

∑
k∈Z
|P[X = k]− P[Y = k]|,

za± Xn
d−→ Po(λ) oznacza zbie»no±¢ wedªug rozkªadu.



Lista 6. - po prostu lista

Zad. 1 � Wyznacz próg dla wªasno±ci P• - �graf nie posiada wierzchoªków izolowanych� w dwudzielnym
gra�e losowym Gn,n,p.

Zad. 2 � Niech G = (V,E) b¦dzie grafem dwudzielnym z partycj¡ wierzchoªków V = U ∪W , gdzie
|U | = |W | = n. Niech S ⊆ U b¦dzie najmniejszym (w sensie mocy zbioru) zbiorem naruszaj¡cym
warunek Halla (czyli |S| > |N(S)|, gdzie N(S) to zbiór s¡siadów wierzchoªków z S).

1. Poka», »e |S| = |N(S)|+ 1.

2. Poka», »e |S| ≤ dn/2e.
3. Poka», »e ka»dy wierzchoªek z N(S) jest s¡siadem co najmniej dwóch wierzchoªków z S.

Zad. 3 � Niech In,p oznacza liczb¦ wierzchoªków izolowanych w gra�e losowym Gn,p. Niech p =
lnn+c

n ,

gdzie c ∈ R jest staª¡. Je»eli In,p
d−→ Y , to jaki rozkªad ma Y ? Wyznacz limn→∞ P[In,p = 0].

Zad. 4 � Graf H jest zbalansowany, je»eli µ(H) = d(H). Graf H jest ±ci±le zbalansowany, je»eli
d(H) > d(K) dla ka»dego K b¦d¡cego wªa±ciwym podgrafem H. Podaj przykªad grafu, który

� nie jest zbalansowany,

� jest zbalansowany, ale nie jest ±ci±le zbalansowany,

� jest ±ci±le zbalansowany.


