Wprowadzenie do teorii grafow
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Rozgrzewka

Definicja 1 Grafem prostym G nazywamy uporzedkowana pare zbioréw roztgcznych (V, E) takich, ze
E jest podzbiorem zbioru V2, gdzie V2 to zbidr wszystkich podzbioréw dwuelementowych zbioru V.
V' to zbior wierzchotkow grafu G, za$ E to zbior krawedzi grafu G.
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Rysunek 1: Mapa mostéw krolewieckich
Zrodto: https://en.wikipedia.org/wiki/Seven_ Bridges of Kénigsberg

Zad. 1 — Ile jest roznych graféw prostych o zbiorze wierzchotkow V = {1,2,...,n} (podaj przyblizona
wartosé¢ dla n =101 n = 20)? Ile z nich ma dokladnie m krawedzi?

Zad. 2 — W grafie prostym stopniem wierzchotka nazywamy liczbe krawedzi, do ktérych ten wierz-
chotek nalezy. Czy istnieje graf prosty o co najmniej dwoch wierzchotkach, w ktérym stopnie wszystkich
wierzchotkéw sa parami rézne?

Zad. 3 — Czy suma stopni wszystkich wierzchotkow w grafie prostym moze by¢ nieparzysta?

Zad. 4 — Udowodnij, ze wéréd 6 osoéb zawsze znajdziemy 3 osoby, ktére sie znaja lub 3 osoby, ktére
sie nie znaja (zakladamy, ze relacje znajomosci i nieznajomosci sa symetryczne).

Zad. 5 — Ile maksymalnie krawedzi moze mieé¢ graf o 5 wierzchotkach, ktéry nie posiada trojkatow?
(Graf G = (V, E) posiada trojkat, jesli istnieja wierzchotki v, w, z takie, ze {v,w},{w,z},{z,v} € E.)
Czy da sie ten graf narysowaé na plaszczyznie tak, by jego krawedzie sie nie przecinaly? Odpowiedz na
te same pytania dla grafu o 6 wierzchotkach.

Zad. 6 — Alicja musi przewiez¢ na drugi brzeg rzeki owce, wilka i kapuste. Posiada todke, ktéra moze
pomiescié tylko ja i jedno z trzech (owce, wilka albo kapuste). Na jednym brzegu nie moga zostaé bez
opieki Alicji: wilk z owca, ani owca z kapusta (dlaczego?).

1. Poradz Alicji, jak przeprawié sie na drugi brzeg.
2. Obejrzyj River Crossings (and Alcuin Numbers) - Numberphile.

3. Jaki zwigzek ma powyzszy problem z zagadnieniem minimalnego pokrycia wierzchotkowego?

Zad. 7 — Czy da sie zaplanowac spacer po Krolewcu tak, by przej$é przez wszystkie mosty, przez kazdy
tylko jeden raz i wrocié do punktu wyjscia (Rysunek ? Czy da sie zaplanowaé spacer tak, by przejsé
przez wszystkie mosty i przez kazdy tylko jeden raz?


https://www.youtube.com/watch?v=ZCVAGb1ee8A

Lista 1

Zad. 1 — Niech G = (V| E) bedzie grafem prostym bez trojkatéw. Uzasadnij, ze jezeli v,w € V oraz
{v,w} € E, to zachodzi deg(v) + deg(w) < |V].

Zad. 2 — Niech G = (V, E) bedzie grafem prostym. Uzasadnij, ze

> (deg(v) + deg(w)) = ) deg(v)*.

{v,w}eE veV

Zad. 3 — Hiperkostka k-wymiarowa Qi (k > 1) nazywamy graf, ktorego wierzchotkami sa wszystkie
ciagi zero-jedynkowe dlugosci k, za$ krawedzie lacza te pary ciagdéw, ktore roznig sie na dokladnie jednej
pozycji.

1. Na‘rysuj Qla QQa Q3a Q4-

2. Wyznacz liczbe wierzchotkéw, stopnie wierzchotkéw oraz liczbe krawedzi w Q.

3. Wyznacz $rednice Q.

4. Pokaz, ze @ jest dwudzielny.

Zad. 4 — Pokaz, 7e grafy ()2 oraz K> > sa izomorficzne. Wyznacz wszystkie grafy proste o 4 wierzchot-
kach z doktadnoscig do izomorfizmu.

Zad. 5 — Uzasadnij, ze grafy dwudzielne nie posiadaja trojkatow. Czy kazdy graf bez trojkatow jest
grafem dwudzielnym?

Zad. 6 — Rozstrzygnij, czy nastepujace ciagi sa graficzne i jesli ciag jest graficzny, to podaj przyktad
grafu prostego o tym ciggu stopni:

1. (4,3,2,1,0),

2.(4,3,3,2,2,1,1),

3.(6,4,4,4,3,1,1,1).

Zad. 7 — Podaj przyktad dwoch nieizomorficznych graféow o tym samym ciggu stopni wierzchotkow.
Zad. 8 — Udowodnij, ze graf dwudzielny o n wierzchotkach ma co najwyzej n?/4 krawedzi.
Zad. 9 — Udowodnij, ze kazdy graf realizujacy gérne ograniczenie w twierdzeniu Mantela jest izomor-

ﬁCZIly Z grafem KLn/2J7I'n/2"I .
Wskazowka: Rozpocznij rozwazania od wierzchotka o najwiekszym stopniu.

Zad. 10 — Udowodnij, ze graf jest dwudzielny wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera cyklu nieparzystej
dhugosci.

Zad. 11 — Niech G bedzie grafem prostym. Pokaz, ze G jest spojny lub jego dopelnienie G jest spojne.
Podaj przyklad takiego grafu, ze zaréwno G jak i G sa grafami spojnymi.

Zad. 12 — Niech G = (V, E) bedzie grafem prostym o n wierzchotkach i k sktadowych. Udowodnij, ze
liczba jego krawedzi spelnia nieré6wnosé
2

n—k<|B| < <n—k—|—1>.

Wskazowka: Dla dolnego ograniczenia rozwaz dowdd przez indukcje wzgledem liczby krawedzi. Dla gornego

ograniczenia: rozwaz sktadowe Cy i Co bedgce grafami petnymi takie, ze |C1| > |Csl; jak zmieni sie liczba
krawedzi, jesli Cy i Co zastgpimy grafami petnymi majgcymi, odpowiednio, |C1|+1 i |Co|—1 wierzchotkéw?



Lista 2
Zad.1 — Niech G = (V,E,~) oraz e € E. Pokaz, ze e nie jest mostem wtedy i tylko wtedy, gdy
e wystepuje w cyklu.

Zad. 2 — Udowodnij, ze je§li G jest parzysty, to G nie posiada mostu. Czy implikacja odwrotna jest
prawdziwa?

Zad. 3 — Niech G = (V,E,~) bedzie grafem ogélnym takim, ze stopieri kazdego wierzcholka jest
parzysty. Pokaz, ze zbior krawedzi grafu G mozna podzieli¢ na cykle roztaczne krawedziowo.
Wskazowka: Mozesz rozpoczqé rozwazania od skonstruowania drogi maksymalnej.
Zad. 4 — Podaj przyktad grafu

1) jednoczesnie eulerowskiego i hamiltonowskiego,

2) hamiltonowskiego, ale nie eulerowskiego,

3) eulerowskiego, ale nie hamiltonowskiego.

Zad. 5 — Niech m,n € NT. Dla jakich wartosci m i n graf pelny dwudzielny K,,, jest eulerow-
ski/poteulerowski/hamiltonowski/pothamiltonowski?

Zad. 6 — Ponizej przedstawiono grafy platoriskie utworzone z wierzchotkéow i krawedzi pieciu wielocia-
néw foremnych. Ktore sg eulerowskie/hamiltonowskie?
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Rysunek 2: Grafy platonskie
Zrédio: R.J. Wilson, Wprowadzenie do teorii grafow, Wydawnictwo Naukowe PWN, 2007

Zad. 7 — Niech n > 3 bedzie nieparzyste. Podaj przyktad grafu prostego o n wierzchotkach, ktory nie
jest hamiltonowski, a dla ktérego mamy deg(v) > (n — 1)/2 dla kazdego wierzcholka.
(Poréwnaj z twierdzeniem Diraca.)

Zad. 8 — Podaj przyktad grafu prostego o n > 3 wierzchotkach, ktoéry nie jest hamiltonowski, a dla
ktorego mamy deg(v) + deg(w) > n — 1 dla kazdej pary nieincydentnych wierzchotkow.
(Poréownaj z twierdzeniem Orego.)

Zad. 9 — Niech graf G ma n wierzchotkéw i (") + 2 krawedzi. Udowodnij, ze G jest hamiltonowski.

Podaj przyktad niehamiltonowskiego grafu o n wierzchotkach i (”gl) + 1 krawedziach.
Wskazowka: Skorzystaj z twierdzenia Orego.

Zad. 10 — Zaproponuj algorytm wielomianowy znajdowania cyklu Hamiltona w grafie spelniajacym
zalozenia twierdzenia Orego.

Zad. 11 — Niech G bedzie grafem Petersena.

1. Jaka jest dlugosé najkrotszego cyklu w G7
2. Udowodnij, ze G nie jest hamiltonowski.
3. Pokaz, ze G zawiera $ciezke Hamiltona.

Rysunek 3: Graf Petersena



Lista 3

Niech G = (V, E,~). Oznaczenia:
¢ 0(G) - minimalny stopien wierzchotka w G,
e A(G) - maksymalny stopienn wierzchotka w G,
e A\(G) - spojnos¢ krawedziowa G (dla G spdjnego),
¢ k(G) - spdjnosé wierzchotkowa G (dla G spdjnego),
Zad. 1 — Niech G = (V| E,~) bedzie spojny. Udowodnij, ze A(G) < 6(G). Podaj przyktad grafu
spojnego G takiego, ze \(G) < §(G) oraz takiego, ze \(G) = §(G).

Zad. 2 — Niech G = (V, E,v) bedzie spéjny. Udowodnij, ze x(G) < A(G). Podaj przyktad grafu
spojnego G takiego, ze k(G) < A(G) oraz takiego, ze k(G) = A(G).

Zad. 3 — Podaj przyklad grafu spojnego G takiego, ze k(G) < A(G) < 0(G) oraz takiego, ze k(G) =
AMG) = 6(G).

Zad. 4 — Udowodnij, ze graf T = (V, E) jest drzewem wtedy i tylko wtedy, gdy T jest acykliczny i
dodanie dowolnej krawedzi do T powoduje powstanie dokladnie jednego cyklu.

Zad. 5 — Udowodnij, ze graf T = (V, E) jest drzewem wtedy i tylko wtedy, gdy kazde dwa wierzchotki
w T sa polaczone doktadnie jedng droga.

Zad. 6 — Niech ' = (V,E) i 7" = (V, E’) beda dwoma réznymi drzewami rozpinajacymi grafu G.
Niech e € E\ E'. Pokaz, ze istnieje f € F’'\ E taka, ze T = (V, E'\{f}U{e}) jest drzewem rozpinajacym
grafu G.

Zad. 7 — Niech G = (V, E) bedzie grafem spojnym oraz niech w : E — Rt bedzie funkcja wag
krawedzi. Uzasadnij, ze jesli wagi krawedzi sa parami rézne, to G ma dokladnie jedno minimalne drzewo
rozpinajace.

Zad. 8 — Wyznacz liczby wszystkich nieetykietowanych ukorzenionych drzew binarnych o 2n+1 wierz-
chotkach, w ktorych kolejnosé poddrzew ma znaczenie, dla n = 0,1,2,3,4 (tzw. “binary plane trees”).
W drzewie binarnym kazdy wezel ma 0 lub 2 potomkoéw. Skorzystaj z serwisu The On-Line Encyclo-
pedia of Integer Sequences do postawienia hipotezy o liczbie takich drzew dla dowolnego n. Sprébuj ja
udowodnié.

Zad. 9 — Wyznacz liczbe drzew rozpinajacych grafu K, (wierzcholki sa rozréznialne).
Zad. 10 — Ile drzew rozpinajacych ma graf K, (wierzcholki sa rozréznialne)?
Dodatek

Zadanie z filmu ,,Buntownik z wyboru” — Narysuj wszystkie nieizomorficzne drzewa nieredukowalne
(czyli nie posiadajace wierzchotkéw stopnia 2) o 10 wierzchotkach.
Good Will Hunting (1997) - Will Solves Math Challenge (Matt Damon)


https://oeis.org/?language=english
https://oeis.org/?language=english
https://www.youtube.com/watch?v=-ViPmcdlfbQ

Lista 4

Zad. 1 — Udowodnij, ze K5 nie jest planarny, korzystajac z jego reprezentacji graficzne;j.
Zad. 2 — Sprawdz wzor Eulera na przyktadzie graféw platoriskich (Rysunek .

Zad. 3 — Rozwazmy rysunek plaski grafu G o n wierzchotkach, m krawedziach, f §cianach i k sktado-
wych spéjnych. Udowodnij, ze n —m+ f =k + 1.

Zad. 4 — Niech G bedzie prostym, spojnym grafem planarnym bez trojkatéw o n > 3 wierzchotkach i
m krawedziach. Udowodnij, ze m < 2n — 4.

Zad. 5 — Udowodnij, ze K33 nie jest planarny korzystajac z poprzedniego zadania.
Zad. 6 — Udowodnij, ze kazdy prosty graf planarny zawiera wierzcholek stopnia co najwyzej 5.

Zad. 7 — Dla jakich k hiperkostka Q) jest grafem planarnym?

Zad. 8 — Udowodnij, wykorzystujac twierdzenie Eulera, ze jesli G
jest spéjnym grafem planarnym o n wierzchotkach, m krawedziach
i dlugosci najkrotszego cyklu wynoszacej 5, to m < 5(n — 2)/3.

Czy graf Petersena jest planarny?

Rysunek 4: Graf Petersena



