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Rozgrzewka

De�nicja 1 Grafem prostym G nazywamy uporz¡dkowan¡ par¦ zbiorów rozª¡cznych (V,E) takich, »e
E jest podzbiorem zbioru V [2], gdzie V [2] to zbiór wszystkich podzbiorów dwuelementowych zbioru V .
V to zbiór wierzchoªków grafu G, za± E to zbiór kraw¦dzi grafu G.

Rysunek 1: Mapa mostów królewieckich
�ródªo: https://en.wikipedia.org/wiki/Seven_Bridges_of_Königsberg

Zad. 1 � Ile jest ró»nych grafów prostych o zbiorze wierzchoªków V = {1, 2, . . . , n} (podaj przybli»on¡
warto±¢ dla n = 10 i n = 20)? Ile z nich ma dokªadnie m kraw¦dzi?

Zad. 2 � W gra�e prostym stopniem wierzchoªka nazywamy liczb¦ kraw¦dzi, do których ten wierz-
choªek nale»y. Czy istnieje graf prosty o co najmniej dwóch wierzchoªkach, w którym stopnie wszystkich
wierzchoªków s¡ parami ró»ne?

Zad. 3 � Czy suma stopni wszystkich wierzchoªków w gra�e prostym mo»e by¢ nieparzysta?

Zad. 4 � Udowodnij, »e w±ród 6 osób zawsze znajdziemy 3 osoby, które sie znaj¡ lub 3 osoby, które
si¦ nie znaj¡ (zakªadamy, »e relacje znajomo±ci i nieznajomo±ci s¡ symetryczne).

Zad. 5 � Ile maksymalnie kraw¦dzi mo»e mie¢ graf o 5 wierzchoªkach, który nie posiada trójk¡tów?
(Graf G = (V,E) posiada trójk¡t, je±li istniej¡ wierzchoªki v, w, z takie, »e {v, w}, {w, z}, {z, v} ∈ E.)
Czy da si¦ ten graf narysowa¢ na pªaszczy¹nie tak, by jego kraw¦dzie si¦ nie przecinaªy? Odpowiedz na
te same pytania dla grafu o 6 wierzchoªkach.

Zad. 6 � Alicja musi przewie¹¢ na drugi brzeg rzeki owc¦, wilka i kapust¦. Posiada ªódk¦, która mo»e
pomie±ci¢ tylko j¡ i jedno z trzech (owc¦, wilka albo kapust¦). Na jednym brzegu nie mog¡ zosta¢ bez
opieki Alicji: wilk z owc¡, ani owca z kapust¡ (dlaczego?).

1. Porad¹ Alicji, jak przeprawi¢ si¦ na drugi brzeg.

2. Obejrzyj River Crossings (and Alcuin Numbers) - Numberphile.

3. Jaki zwi¡zek ma powy»szy problem z zagadnieniem minimalnego pokrycia wierzchoªkowego?

Zad. 7 � Czy da si¦ zaplanowa¢ spacer po Królewcu tak, by przej±¢ przez wszystkie mosty, przez ka»dy
tylko jeden raz i wróci¢ do punktu wyj±cia (Rysunek 1)? Czy da si¦ zaplanowa¢ spacer tak, by przej±¢
przez wszystkie mosty i przez ka»dy tylko jeden raz?

https://www.youtube.com/watch?v=ZCVAGb1ee8A


Lista 1

Zad. 1 � Niech G = (V,E) b¦dzie grafem prostym bez trójk¡tów. Uzasadnij, »e je»eli v, w ∈ V oraz
{v, w} ∈ E, to zachodzi deg(v) + deg(w) ≤ |V |.

Zad. 2 � Niech G = (V,E) b¦dzie grafem prostym. Uzasadnij, »e∑
{v,w}∈E

(deg(v) + deg(w)) =
∑
v∈V

deg(v)2.

Zad. 3 � Hiperkostk¡ k-wymiarow¡ Qk (k ≥ 1) nazywamy graf, którego wierzchoªkami s¡ wszystkie
ci¡gi zero-jedynkowe dªugo±ci k, za± kraw¦dzie ª¡cz¡ te pary ci¡gów, które ró»ni¡ si¦ na dokªadnie jednej
pozycji.

1. Narysuj Q1, Q2, Q3, Q4.

2. Wyznacz liczb¦ wierzchoªków, stopnie wierzchoªków oraz liczb¦ kraw¦dzi w Qk.

3. Wyznacz ±rednic¦ Qk.

4. Poka», »e Qk jest dwudzielny.

Zad. 4 � Poka», »e grafy Q2 oraz K2,2 s¡ izomor�czne. Wyznacz wszystkie grafy proste o 4 wierzchoª-
kach z dokªadno±ci¡ do izomor�zmu.

Zad. 5 � Uzasadnij, »e grafy dwudzielne nie posiadaj¡ trójk¡tów. Czy ka»dy graf bez trójk¡tów jest
grafem dwudzielnym?

Zad. 6 � Rozstrzygnij, czy nast¦puj¡ce ci¡gi s¡ gra�czne i je±li ci¡g jest gra�czny, to podaj przykªad
grafu prostego o tym ci¡gu stopni:

1. (4, 3, 2, 1, 0),

2. (4, 3, 3, 2, 2, 1, 1),

3. (6, 4, 4, 4, 3, 1, 1, 1).

Zad. 7 � Podaj przykªad dwóch nieizomor�cznych grafów o tym samym ci¡gu stopni wierzchoªków.

Zad. 8 � Udowodnij, »e graf dwudzielny o n wierzchoªkach ma co najwy»ej n2/4 kraw¦dzi.

Zad. 9 � Udowodnij, »e ka»dy graf realizuj¡cy górne ograniczenie w twierdzeniu Mantela jest izomor-
�czny z grafem Kbn/2c,dn/2e.
Wskazówka: Rozpocznij rozwa»ania od wierzchoªka o najwi¦kszym stopniu.

Zad. 10 � Udowodnij, »e graf jest dwudzielny wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera cyklu nieparzystej
dªugo±ci.

Zad. 11 � Niech G b¦dzie grafem prostym. Poka», »e G jest spójny lub jego dopeªnienie G jest spójne.
Podaj przykªad takiego grafu, »e zarówno G jak i G s¡ grafami spójnymi.

Zad. 12 � Niech G = (V,E) b¦dzie grafem prostym o n wierzchoªkach i k skªadowych. Udowodnij, »e
liczba jego kraw¦dzi speªnia nierówno±¢

n− k ≤ |E| ≤
(
n− k + 1

2

)
.

Wskazówka: Dla dolnego ograniczenia rozwa» dowód przez indukcj¦ wzgl¦dem liczby kraw¦dzi. Dla górnego
ograniczenia: rozwa» skªadowe C1 i C2 b¦d¡ce grafami peªnymi takie, »e |C1| ≥ |C2|; jak zmieni si¦ liczba
kraw¦dzi, je±li C1 i C2 zast¡pimy grafami peªnymi maj¡cymi, odpowiednio, |C1|+1 i |C2|−1 wierzchoªków?



Lista 2

Zad. 1 � Niech G = (V,E, γ) oraz e ∈ E. Poka», »e e nie jest mostem wtedy i tylko wtedy, gdy
e wyst¦puje w cyklu.

Zad. 2 � Udowodnij, »e je±li G jest parzysty, to G nie posiada mostu. Czy implikacja odwrotna jest
prawdziwa?

Zad. 3 � Niech G = (V,E, γ) b¦dzie grafem ogólnym takim, »e stopie« ka»dego wierzchoªka jest
parzysty. Poka», »e zbiór kraw¦dzi grafu G mo»na podzieli¢ na cykle rozª¡czne kraw¦dziowo.
Wskazówka: Mo»esz rozpocz¡¢ rozwa»ania od skonstruowania drogi maksymalnej.

Zad. 4 � Podaj przykªad grafu

1) jednocze±nie eulerowskiego i hamiltonowskiego,

2) hamiltonowskiego, ale nie eulerowskiego,

3) eulerowskiego, ale nie hamiltonowskiego.

Zad. 5 � Niech m,n ∈ N+. Dla jakich warto±ci m i n graf peªny dwudzielny Km,n jest eulerow-
ski/póªeulerowski/hamiltonowski/póªhamiltonowski?

Zad. 6 � Poni»ej przedstawiono grafy plato«skie utworzone z wierzchoªków i kraw¦dzi pi¦ciu wielo±cia-
nów foremnych. Które s¡ eulerowskie/hamiltonowskie?

Rysunek 2: Grafy plato«skie
�ródªo: R.J. Wilson, Wprowadzenie do teorii grafów, Wydawnictwo Naukowe PWN, 2007

Zad. 7 � Niech n ≥ 3 b¦dzie nieparzyste. Podaj przykªad grafu prostego o n wierzchoªkach, który nie
jest hamiltonowski, a dla którego mamy deg(v) ≥ (n− 1)/2 dla ka»dego wierzchoªka.
(Porównaj z twierdzeniem Diraca.)

Zad. 8 � Podaj przykªad grafu prostego o n ≥ 3 wierzchoªkach, który nie jest hamiltonowski, a dla
którego mamy deg(v) + deg(w) ≥ n− 1 dla ka»dej pary nieincydentnych wierzchoªków.
(Porównaj z twierdzeniem Orego.)

Zad. 9 � Niech graf G ma n wierzchoªków i
(
n−1
2

)
+ 2 kraw¦dzi. Udowodnij, »e G jest hamiltonowski.

Podaj przykªad niehamiltonowskiego grafu o n wierzchoªkach i
(
n−1
2

)
+ 1 kraw¦dziach.

Wskazówka: Skorzystaj z twierdzenia Orego.

Zad. 10 � Zaproponuj algorytm wielomianowy znajdowania cyklu Hamiltona w gra�e speªniaj¡cym
zaªo»enia twierdzenia Orego.

Zad. 11 � Niech G b¦dzie grafem Petersena.

1. Jaka jest dªugo±¢ najkrótszego cyklu w G?

2. Udowodnij, »e G nie jest hamiltonowski.

3. Poka», »e G zawiera ±cie»k¦ Hamiltona.

Rysunek 3: Graf Petersena



Lista 3

Niech G = (V,E, γ). Oznaczenia:

� δ(G) - minimalny stopie« wierzchoªka w G,

� ∆(G) - maksymalny stopie« wierzchoªka w G,

� λ(G) - spójno±¢ kraw¦dziowa G (dla G spójnego),

� κ(G) - spójno±¢ wierzchoªkowa G (dla G spójnego),

Zad. 1 � Niech G = (V,E, γ) b¦dzie spójny. Udowodnij, »e λ(G) ≤ δ(G). Podaj przykªad grafu
spójnego G takiego, »e λ(G) < δ(G) oraz takiego, »e λ(G) = δ(G).

Zad. 2 � Niech G = (V,E, γ) b¦dzie spójny. Udowodnij, »e κ(G) ≤ λ(G). Podaj przykªad grafu
spójnego G takiego, »e κ(G) < λ(G) oraz takiego, »e κ(G) = λ(G).

Zad. 3 � Podaj przykªad grafu spójnego G takiego, »e κ(G) < λ(G) < δ(G) oraz takiego, »e κ(G) =
λ(G) = δ(G).

Zad. 4 � Udowodnij, »e graf T = (V,E) jest drzewem wtedy i tylko wtedy, gdy T jest acykliczny i
dodanie dowolnej kraw¦dzi do T powoduje powstanie dokªadnie jednego cyklu.

Zad. 5 � Udowodnij, »e graf T = (V,E) jest drzewem wtedy i tylko wtedy, gdy ka»de dwa wierzchoªki
w T s¡ poª¡czone dokªadnie jedn¡ drog¡.

Zad. 6 � Niech T = (V,E) i T ′ = (V,E′) b¦d¡ dwoma ró»nymi drzewami rozpinaj¡cymi grafu G.
Niech e ∈ E \E′. Poka», »e istnieje f ∈ E′ \E taka, »e T̃ = (V,E′ \{f}∪{e}) jest drzewem rozpinaj¡cym
grafu G.

Zad. 7 � Niech G = (V,E) b¦dzie grafem spójnym oraz niech w : E → R+ b¦dzie funkcj¡ wag
kraw¦dzi. Uzasadnij, »e je±li wagi kraw¦dzi s¡ parami ró»ne, to G ma dokªadnie jedno minimalne drzewo
rozpinaj¡ce.

Zad. 8 � Wyznacz liczby wszystkich nieetykietowanych ukorzenionych drzew binarnych o 2n+1 wierz-
choªkach, w których kolejno±¢ poddrzew ma znaczenie, dla n = 0, 1, 2, 3, 4 (tzw. �binary plane trees�).
W drzewie binarnym ka»dy w¦zeª ma 0 lub 2 potomków. Skorzystaj z serwisu The On-Line Encyclo-
pedia of Integer Sequences do postawienia hipotezy o liczbie takich drzew dla dowolnego n. Spróbuj j¡
udowodni¢.

Zad. 9 � Wyznacz liczb¦ drzew rozpinaj¡cych grafu K2,n (wierzchoªki sa rozró»nialne).

Zad. 10 � Ile drzew rozpinaj¡cych ma graf Kn (wierzchoªki s¡ rozró»nialne)?

Dodatek

Zadanie z �lmu �Buntownik z wyboru� �Narysuj wszystkie nieizomor�czne drzewa nieredukowalne
(czyli nie posiadaj¡ce wierzchoªków stopnia 2) o 10 wierzchoªkach.
Good Will Hunting (1997) - Will Solves Math Challenge (Matt Damon)

https://oeis.org/?language=english
https://oeis.org/?language=english
https://www.youtube.com/watch?v=-ViPmcdlfbQ


Lista 4

Zad. 1 � Udowodnij, »e K5 nie jest planarny, korzystaj¡c z jego reprezentacji gra�cznej.

Zad. 2 � Sprawd¹ wzór Eulera na przykªadzie grafów plato«skich (Rysunek 2).

Zad. 3 � Rozwa»my rysunek pªaski grafu G o n wierzchoªkach, m kraw¦dziach, f ±cianach i k skªado-
wych spójnych. Udowodnij, »e n−m+ f = k + 1.

Zad. 4 � Niech G b¦dzie prostym, spójnym grafem planarnym bez trójk¡tów o n ≥ 3 wierzchoªkach i
m kraw¦dziach. Udowodnij, »e m ≤ 2n− 4.

Zad. 5 � Udowodnij, »e K3,3 nie jest planarny korzystaj¡c z poprzedniego zadania.

Zad. 6 � Udowodnij, »e ka»dy prosty graf planarny zawiera wierzchoªek stopnia co najwy»ej 5.

Zad. 7 � Dla jakich k hiperkostka Qk jest grafem planarnym?

Zad. 8 � Udowodnij, wykorzystuj¡c twierdzenie Eulera, »e je±li G
jest spójnym grafem planarnym o n wierzchoªkach, m kraw¦dziach
i dªugo±ci najkrótszego cyklu wynosz¡cej 5, to m ≤ 5(n− 2)/3.
Czy graf Petersena jest planarny?

Rysunek 4: Graf Petersena


