Wroctaw, kwiecien 2026

POTEGA ILOGARYTM W C
ANALOGIE I ROZNICE W ANALIZIE RZECZYWISTEJ I ZESPOLONE]J

Notacja. Przyjmujemy oznaczenia:
arg z = argument gtéwny, czyli arg z € (—m, 7,
Argz = {argz + 2km : k € Z},
In a = logarytm naturalny (analiza rzeczywista),
{/a = pierwiastek arytmetyczny (analiza rzeczywista).
DlaA,BCC,z¢c CokreSlamy: A+ B={a+b:ac ANbeEB},AB={ab:a€c ANbeB},zA={z}A,z+ A= {z} + A
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Punkt wyjScia. Zaczynamy od wzoru Eulera| e® = ¢ cosImz + isinIm z) |

1. Udowodnij wtasnosci liczb e*

(a) e #0,

b)e* =1+ z=2kmi, k €7,

(©)e*r =e*2 «—— 21 — 290 = 2kmi, k € Z,

d) eF1tz2 — e*1e?2,

(e) eZ1+Z2+~.+zn — e*le?2, . ezn,

(f) e"* = (e*)" dlan € Z, przyjmujac, ze (e*)° = 1,

(@e =z l=Inlz| +iargz+ 2kmi, k € Z.

2. Niech P, = {z: —n+2km < Imz < m+2kn}, k € Z. Pokaz, ze funkcja f(z) = e* przeksztalca réznowartosciowo Py, na C\{0}.
Definicja. Kazda liczbe | € C, taka ze e =z nazywamy logarytmem liczby zespolonej z # 0. Dla z # 0 liczbe log z = In |z|+i arg z nazywamy

logarytmem gtéwnym, natomiast zbiér Log z = {In |z| + i arg z + 2k7i : k € Z} = In |z| 4 ¢ Arg z nazywamy logarytmem ogdlnym.
Przyklady. log 1 = 0, log(—1) = im, logi = &, Log 1 = {2kmi : k € Z}.

3. Udowodnij wtasnosci liczb log z i zbioréw Log 2z

(a) log(z122) # log 21 + log 22 dla pewnych 2, # 0, 29 # 0,
(b) log 2% # 2log z dla pewnych z # 0,

(c) Log(z122) = Log z1 + Log 29, jesli z1 # 0, z5 # 0,

(d) Log 2% D 2Log z, jesli z # 0,

(e) Log 2% # 2Log z, jesli z # 0.

Definicja. Dla z, w € C, gdzie z # 0, liczbe 2% = €* °2* nazywamy potegq glowna.

Przyklady. 1 = 1, (-1)" = "™, (-1)' = L,i' = \/157
Uwaga. Liczby (2**)%2, (2%2)®1, 2*1"2 moga by¢ parami r6zne, na przyktad dla z = e, w1 = —=i, w2 = —27i mamy
(zwl)wz — (e—m)—%ri — (_1)727\-1' — e—27ri-7ri _ €2W2, (sz)uu — (6727\-1')—771' — 177ri — 1’ Zwlwg — 6*71'1"(727%) — 6—27\-2 — 1 5.
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4. Udowodnij, ze potgga gtéwna 2" rozszerza znane przypadki szczegdlne
(a)dlaz =e,
(b)dlaz =z, gdziex € (0,00)iw=y € R,
(¢) dlaw = n, gdzien € Z.

5. Udowodnij, ze dla naturalnych n > 1 funkcja f(z) = 2" jest réznowarto$ciowa na zbiorze {z : z #0 A 0 < arg z < —} U {0}.

6. UdOWOdnl] wlas_noscn liczb 2%
(@) zv = /]z[et™n, jesli z # O (tzw. pierwiastek gtowny),
(b) zW1tWz = W1,w2 jedli 7 # 0,
(©) (2122)" # 2}'2¥ dla pewnych z1 # 0,22 # 0,
@) (z122)¥ = 2Py, jesli x1,x2 € (0, 00).
Definicja. Dla 2, w € C, gdzie 2z # 0, zbiér (2))* = {e™! : | € Log 2} nazywamy potegq ogdlng.
Przyklady. Dla z € R, z # 0 mamy: (z))' = {z}, (z)”' = {1}. Poza tym (1) = {e**™ : k € 2}, (1)" = {**™ ™ : k € 7},
@) = {8 ke 2}, ()2 = {~1,1}, (F1)* = {4},

w

7. Udowodnij wiasnosci zbioréw ((2))
@ ()" ={w:w"=z}hjesliz#0,n € {1,2,3,...},
(b) (2122))" = ((21))" (22))", jesli 21 # 0, 22 # 0,

(© ()" C ()™ (=) jesti = £ 0.

() (=) # (=) (2)"* dla pewnych 2 # 0.
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