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LisTA NR 1 — CWICZENIAEl

1. Poda¢ egzemplarze, X zbiér rozwiazan dopuszczalnych i funkcje kosztu (celu) f, naste-
pujacych problemow:

(a) problemu najkrotszej $ciezki miedzy dwoma wyrdznionymi wierzchotkami w grafie,
ktorego wagi reprezentuja odlegltosé,

(b) problemu komiwojazera,

(c) problemu plecakowego,

(d)

)

d

(e) problemu polegajacego na podziale zbioru S zawierajacego 2n liczb naturalnych na
dwa zbiory S7 i Sy takie, ze |Si| = |S2| = n i suma liczb z S; jak najmniej réznita
sie od sumy liczb z Ss,

problemu maksymalnej spetnialnosci,

(f) wlasnego problemu.
2. Pokazaé, ze przekréj zbiorow wypuklych jest zbiorem wypuktym.

3. Niech ¢ w bedzie funkcja wypukla w S, ¢: S — R, it € R. Pokaza¢, ze zbior Sy = {x :
c(x) < t,x € S} jest wypukly.

4. Czy iloczyn dwoch funkeji wypuktych jest wypukty? Jesli tak, to podaé¢ dowod. Jesli nie,
to podaé¢ kontrprzyktad.

Co z sumag, maksimum, minimum funkcji wypuktych?

5. Niech f(z) bedzie funkcja wypuklta w R™, f : R® — R. Czy funkcja f(z + b), gdzie
b € R" jest wektorem statych, jest funkcjg wypuklag w R™?

6. Niech f(x) bedzie funkcja wypukta w R™, f : R" — R. Czy funkcja g(z) = h(f(x)),
gdzie h : R — R jest funkcja niemalejaca funkcja wypukta, jest funkcja wypukta w R™?

7. Niech funkcja f(x) bedzie funkcja wypukta w R™, f : R" — R. Ustalmy xg,...,z, i
rozwazmy funkcje g(x1) = f(x1,22,...,2y). Czy g jest wypukta w R?

8. Niech f(z;) bedzie funkcja wypukla jednej zmiennej z;. Wtedy funkcja g(z) = f(z;)
moze by¢ rozwazana jako funkcja z € R™. Czy g jest wypukta w R™?

9. Czy nastepujace funkcje sa wypukte w S:

I3
Hﬂb=(§j@ﬂ)
i€[n]

"Wiekszosé zadani pochodzi z ksigzki: C.H. Papadimitriou, K. Steiglitz, Combinatorial Optimization. Algo-
rithms and Complexity, Dover Publication, Inc, Mineola, 1998.

(a) flz,y) =y, S =R
(b) norma:

=

dlap>1, S =R",
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10.

11.

12.

13.

14.

(c) funkcja straty:
1 & :
—— RPN (Y 2
MSE(©) nigﬂ(yl (2", 0))7,

gdzie n jest liczba przyktadow treningowych, (m(i), Yi), @ € [n], sa danymi treningo-
wymi,

Q(m(i),a) =0y +6; -asgi) + O - azg) +...+0,,- $7(721),
S =R™.

Czy nastepujace problemy sa problemami programowania wypuktego?

(a)
T1To — Imin

przy warunku (x; — 1)2 + (1 — 1)2 =1.

Wyznacz minima lokalne (globalne) powyzszego problemu.

(b)

max {ciz} — min min {clz} — max
przy warunkach Ax = b, przy warunkach Ax = b,
x>0, x>0,

sa danymi parametrami problemu ¢; € R", k € [s], A € R"™*" b € R™. Co bedzie

----------

powyzszych warunkach?

Niech f: X CR® — R, f € C! w zbiorze wypuklym X i f jest wypuklta w X. Pokaza¢,
ze jedli dla z* € X

<
=
8
N
I

0,

to £* jest optymalny w X.

Niech f: X C R” — R, f jest wypukta w zbiorze wypukltym X. Pokazaé¢, ze wtedy dla
kazdego odcinka domknietego [z, 2(?)] ¢ X maksimum globalne funkcji f w [z(1), z(?)]
jest osiagniete w jednym koncow odcinka, ™) lub z(2).

Niech X C R"™ bedzie zbiorem wypuklym i Ay,..., Ay > 0, Zje[é} Ai = 1. Pokaza¢, ze
jesli 24, ..., 2" € X, to

Z )\ji&j e X.

i€l
Wsk.: Pokazaé¢ indukcyjnie.
Niech f : X C R® — R, f jest wypukla w zbiorze wypuklym X i Aq,...; A, > 0,
> jefg Ai = 1. Pokazac, ze jesli &,z eX to

f (Z Aj:ij) SAf@Y) + -+ N f(@Y).

JEl

Wsk.: Pokazaé¢ indukcyjnie - podobnie jak w zadaniu
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Niech f: X C R® — R, f jest wypukla w wiclocianie wypuklym X i &', ... #lex sq
wierzchochotkami tego wieloScianu. Pokazaé¢, ze maksimum globalne funkcji f w X jest
osiagniete w co najmniej jednym wierzchotku zbioru X.

Wsk.: Skorzystac z twierdzenia “bez dowodu” (zob. wyklad 3) i zadania [14]

Uzasadnié, ze zbiory rozwiazan optymalnych nastepujacych probleméw sa identyczne:

(a)

min f() i max — f(z),
(b)
min f(z) i min{p f(2) + ¢},

gdzie p > 0.

Pokaz, ze problemy programowania catkowitoliczbowego zawierajg sie w klasie proble-
moéw programowania nieliniowego.

Wsk.: Nalezy podaé transformacje zadania programowania catkowitoliczbowego, t;j.

min ¢’z

przy warunkach Az > b
el

do problemu programowania nieliniowego, tj.

min f(x)
przy warunkach g;(z) > 0, i=1,...,m
x e RY,

gdzie f: R” - R i g; : R® — R sg funkcjami nieliniowymi.

Sformutowaé model programowania liniowego problemu, w ktérym dane jest m dostaw-
cow z zasobami s; (jednostek), ¢ = 1,..., m, pewnego towaru i n odbiorcoéw o zapotrzebo-
waniu w wysokosci d; (jednostek), j = 1,...,n, na ten towar, 3" s; > 37 d;. Kazdy
dostawca i moze zaopatrywaé dowolnego odbiorce. Koszt transportu za jednostke towaru
na trasie od dostawcy i do odbiorcy j jest wysokosci ¢;; (jest dany). Nalezy wyznaczy¢
plan transportu miedzy dostawcami i odbiorcami, tak aby zaspokoi¢ zapotrzebowanie
odbiorcéw minimalizujac taczne koszty transportu.

Niech N bedzie otoczeniem dla problemu z zadania zawierajacym rozwiazania do-
puszczalne powstate przez wymiane dwdch liczb, z ktérych jedna nalezy do S7 a druga
do S5. Czy N jest otoczeniem doktadnym?

Pokazaé, ze otoczenie 2-wymiana (2-change), uzywane w algorytmie 2-opt dla problemu
komiwojazera, nie jest dokladne.

Zdefiniuj jakis optymalizacyjny problem kombinatoryczny (moze by¢ znany). Zaproponuj
dla niego jakie$ otoczenie.
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22.

23.

24.

Rozwazmy problem polegajacy na znalezieniu permutacji 7, n nieujemnych wag wj,

i=1,...,n, takiej, ze
n

Ziwﬂ(i) jest minimalna.

i=1
Pokazaé, ze otoczenie sktadajace sie z permutacji bedacych wynikiem zamian dwoéch
sasiednich wag jest dokltadne.

Pokazaé, ze otoczenie dla minimalnego drzewa rozpinajacego, zdefiniowane na wyktadzie,
jest doktadne.

Sformutowaé¢ problem minimalnego drzewa rozpinajacego (MST) jako problem progra-
mowania liniowego w grafie G = (V| E), gdzie V' i E sa odpowiednio zbiorami wierzchol-
kow i krawedzi, |V| = n, |E| = m, z m zmiennymi decyzyjnymi (zmienne odpowiadaja
krawedziom) - uog6lnij model z wyktadu.

Wsk. Model programowania liniowego wymaga duzej liczby ograniczen, tzn. oprocz ogra-

niczenia, ktore mowi, ze rozwiazanie dopuszczalne ma n — 1 krawedzi trzeba doda¢ ogra-
niczenia eliminujace cykle, ktorych liczba moze by¢ ponadwielomianowa.



