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LISTA NR 2 — CWICZENIAEl

1. Sprowadzi¢ nastepujace egzemplarze programowania liniowego do postaci standardowej:

3r1 — 219 — max —2x1 + 2 — max 21+ To + 23 —> max
1 +x9 =4, —921 + 1020 > 1, 2 _1 61 2_}_ 2%3 < 12
—3z1 + 229 > 8, 2021 — 1oy > 60, ! 2 53S9
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2. Niech A e R™*™ b e R™ i

X={zcR": Az < b,z > 0},
X ={z! = [x,s]T e R™" : AT =b,Z > 0},
gdzie s € R™ s zmiennymi uzupeiajacymi a A = [A|I] € R™*™+"_ Pokazaé, ze
(a) istnieje bijekcja miedzy X i X,
(b) istnieje bijekcja miedzy wierzcholkami zbioru X i wierzchotkami zbioru X.

3. Przedsiebiorstwo produkuje dwa produkty za pomoca dwoch linii produkeyjnych. Linia 1
jest dostepna przez 100 godzin, natomiast linia 2 przez 42 godziny. W celu wyznaczenia
ilosci produkowanych produktow (z; i x2) przedsiebiorstwo sformutowalo nastepujace
zadanie programowania liniowego.

flz)= 61 + 4z —  max (zysk, $)
101 + 10z <100 (linia 1, godz.)
Tz +  3we <42  (linia 2, godz.)
T1,T2 > 0

Wyznaczy¢ graficznie rozwiazanie optymalne.
4. Postugujac sie ilustracja graficzng zbioru zadanego ograniczeniami:

3r1 + 6xy > 18

21 — 4z < 8
z1,z2 >0
nalezy wyznaczy¢ w nim:
f(x) = 4z + 2x9 — max,
f(x) = —2z1— 219 — max,
f(x) = 21— 4zs — max.

Co mozna powiedzieé¢ o rozwiazaniach optymalnych?

"Wiekszosé zadani pochodzi z ksigzki: C.H. Papadimitriou, K. Steiglitz, Combinatorial Optimization. Algo-
rithms and Complezity, Dover Publication, Inc, Mineola, 1998.
Zbidr zadan z programowania matematycznego, praca zbiorowa pod redakcja Z. Galasa, I. Nykowskiego, PWN,
Warszawa, 1986
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5. Rozwazmy nastepujacy uktad rownan:

r1 + x2 + w3 = 2
—r1 + x2 + x3 = 2

Czy rozwiazanie x1 = 0, x93 = 1, z3 = 1 jest rozwiazanie bazowym ukladu? Jakie sa
rozwigzania bazowe uktadu?

6. Rozwazmy modele programowania liniowego z zadania

Sprowadzi¢ zadanie do postaci standardowej.

(a)
(b)
(c)

)

(d) Wyznaczy¢ wszystkie wierzchotki zbioru rozwiazan dopuszczalnych.

Wyznaczy¢ wszystkie rozwigzania bazowe uktadu réwnosci.

Wyznaczyé wszystkie rozwiazania bazowe dopuszczalne.

7. Rozwiazanie bazowe dopuszczalne (wierzcholek) nazywamy zdegenerowanym jesli wektor
2T = [21,...,Zm, Tmy1,. .., Tp) Teprezentujacy to rozwiazanie zawiera wiecej niz n —m
zerowych sktadowych.

(a) Przedstawié¢ graficznie zbior rozwiazan dopuszczalnych nastepujacego egzemplarza
problemu programowania liniowego:

r1+x2 >4,
xr] — 2$2 > —6,
T —x2 =22,
T =2,

Nastepnie sprowadzi¢ powyzszy egzemplarz do postaci standardowej i wyznaczy¢
rozwiazania bazowe dopuszczalne odpowiadajace macierzom: B = [By, B2, Bs, By],
B' =By, By, B3, Bs|, B' = [By, By, By, Bs| i B” = By, B, Bs, Bg). Ktore z tych

rozwiazan sa zdegenerowane?

(b) Udowodnié¢, ze jesli rozwiazanie bazowe dopuszczalne odpowiada dwom réznym
macierzom bazowym, to rozwigzanie jest zdegenerowane.

(c) Pokaza¢, ze implikacja przeciwna nie jest prawdziwa, tj. moze istnie¢ rozwiazanie
zdegenerowane takie, ze odpowiadajaca mu baza jest jednoznaczna.

8. Dany jest egzemplarz problemu liniowego programowania, w ktérym n zmiennych de-
cyzyjnych jest nieograniczonych co do znaku (z; € R, i = 1,...,n). Pokazaé¢, ze zmien-
ne te moga by¢ zastapione n + 1 nieujemnymi zmiennymi decyzyjnymi, tj. :c; = 0,
1=1,....,n+1.

+

Komentarz: W zad. |1| uzywalismy wiecej zmiennych (z; € R byta zastepowana przez x;

i z; ). Okazuje si¢, ze mozna to zrobi¢ oszczednie;j.

9. Pokazad, ze zbioér rozwiazan optymalnych egzemplarza problemu liniowego programowa-
nia jest zbiorem wypuklym.
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10.

11.

12.

13.

14.

Czy fakt, ze kazde rozwiazanie bazowe dopuszczalne problemu liniowego programowania
liniowego jest niezdegenerowane implikuje, ze ten problem ma jednoznaczne rozwigzanie
optymalne? Udowodnij to albo podaj kontrprzyktad.

Wykazaé, ze problemy programowania liniowego:

min{c’z : Az = b,z > 0},

min{c’z + 17 Az : Az =b,x >0}
maja ten sam zbiér rozwigzan optymalnych.
Wykazaé, ze w problemie programowania liniowego:
max{c’z : Ax < b,z >0},
gdzie A € R™*" optymalna warto$é¢ funkcji celu nie jest wieksza od
min{max{c’z : alz < b;,x >0} : i [m]},
gdzie alT jest i-tym wierszem macierzy A.
Wykorzysta¢ rozwiazanie problemu programowania liniowego:
min{alz : Az = b,z > 0}
do zbadania, czy problem
min{cT.'z; : aga: < b, Az = b,z > 0}
jest sprzeczny.
Rozwazmy problemy programowania liniowego:

min{z : Az =b,c’x — 2 =0,z >0}, (1)
min{c'z : Az =b,z > 0}. (2)

Pokazaé, ze wektor [z*, 2*]7 jest rozwigzaniem optymalnym (1)) wtedy i tylko, wtedy, gdy
z* jest rozwigzaniem optymalnym i 2* jest optymalng wartoscig w tym problemie.



