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Problemy optymalizacyjne

Problemy optymalizacyjne mozemy podzieli¢ na:

e problemy optymalizacyjne, ktérych zmienne decyzyjne sg ciggte
(zmienne decyzyjne o ciggtych dziedzinach) — problemy
optymalizacyjne ciggte,

e problemy optymalizacyjne, ktdrych zmienne decyzyjne sg dyskretne
(zmienne decyzyjne o dyskretnych dziedzinach) — problemy
optymalizacyjne dyskretne.
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Problemy optymalizacyjne...

Problemy optymalizacyjne
0e0000

Definicja
Egzemplarz problemu optymalizacyjnego, oznaczonego przez I, jest
para (X, f), gdzie X jest zbiorem rozwigzan dopuszczalnych, natomiast f

jest funkcjg celu (kosztu),
f:X—R.

Zatem, szukamy rozwigzania dopuszczalnego x, x € X, takiego, ze
f(x) < f(y) dla wszystkich y € X, czyli:

f(x) = min f(y).

yexX

Rozwigzanie x jest rozwigzaniem globalnie optymalnym dla
egzemplarza I lub po prostu rozwigzaniem optymalnym.
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Problemy optymalizacyjne...

Definicja
Problem optymalizacyjny jest zbiorem egzemplarzy problemu
optymalizacyjnego — jest kolekcjg egzemplarzy.
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Minimalne drzewo rozpinajgce (MST)

MINIMUM SPANNING TREE:
Dane: Graf nieskierowany spojny G = (V, E), gdzie V jest
zbiorem wierzchotkéw, |V| = n, E jest zbiorem krawedzi,
|E| = m, koszty krawedzi ¢, € Z,, e € E. Zbior rozwigzan
dopuszczalnych jest nastepujgcej postaci:

X={T=(V,E) : E' CE,T jestspojny i acykliczny}.

Funkcja celu (kosztu) f: X — Zy, f(T) = Y ecT Ce-
Wyijscie: Drzewo rozpinajgce T* takie, ze

f(T) = r_}l_‘lelg f(T).
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Liniowe programowanie (LP)
LINEAR PROGRAMMING:

Dane: liczba wierszy (ograniczen) m, liczba kolumn
(zmiennych decyzyjnych) n, wektor prawych stron b € R™,
wektor wspétczynnikow funkcji celu ¢ € R”, macierz
ograniczen A = (a;) € R™*". Zbidr rozwigzan
dopuszczalnych jest nastepujgcej postaci:

X={xeR": Ax =b,x > 0}.

Funkcja celu (kosztu) f: X — R, f(x) = €¢7x = Sjc[q X,
Wyijscie: Rozwigzanie dopuszczalne x* takie, ze

f(x*) = min f(x).

xeX
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Egzemplarze problemow
Egzemplarz problemu liniowego programowania:
m=1,n=3,A=[1,1,1],b=1[2],¢" = [c1, ¢, 3],

c’x = C1Xqy + CoXo + C3X3 — min
X1+ Xo + X3 =2
X =
X1,X2,X3 >0

Egzemplarz minimalnego drzewa rozpinajgcego:
dane sa: graf petny o trzech wierzchotkach n = 3, m = 3, koszty krawedzi ¢;», ¢i3, Co3.
Egzemplarz problemu wyrazony za pomocg programowania liniowego:

CiX1 + CoXo + C3X3 — min
X1+ Xo + X3 =2
X = Xy <1, <1,x3<1
X1,X2,X3 2 0

gdzie ¢ = Cy2, G2 = Cy3, C3 = Co3.



Otoczenie
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Otoczenie

Dla danego rozwigzania x € X otoczenie jest zbiorem rozwigzan
dopuszczalnych, ktére lezg "blisko" x.
Definicja
Dla dowolnego problemu optymalizacyjnego, bedgcego zbiorem
egzemplarzy (X, f), otoczenie jest odwzorowaniem

N:X — 2%

zdefiniowanym dla kazdego egzemplarza.
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Otoczenie
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Otoczenie
Jezeli X = R", wowczas otoczenie mozna definiowac np. za pomoca
normy euklidesowej || - ||2.
Dla programowania liniowego mozemy podac nastepujgce otoczenie:

N.(x)={y eR" : Ay =b,y >0, x — y|| <e}.

Dla minimalnego drzewa rozpinajgcego otoczenie mozna zdefiniowac w
nastepujacy sposoéb:
N(T)={T € X : T jest otrzymany z T nastepujgco
dodaj krawedz edo T
powstaje cykl C
usun dowolng krawedz z C
rozng od e}.
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Lokalne i globalne optimum
Definicja
Dla danego egzemplarza (X, f) problemu optymalizacyjnego i otoczenia

N, rozwigzanie x € X jest nazywane optimum lokalnym (minimum
lokalnym) wzgledem otoczenia N, jesli

f(x) < f(y) dla wszystkichy € N(x).

Definicja

Dany jest problem optymalizacyjny, zbior rozwigzan dopuszczalnych X i
otoczenie N. Méwimy, Zze otoczenie N jest doktadne (ang. exact), jesli
optimum lokalne x € X wzgledem N jest rowniez optimum globalnym.

UWAGA: Otoczenie minimalnego drzewa rozpinajgcego jest doktadne. &
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Zbiory wypukte i funkcje wypukte
Definicja
Dowolnych punktow x,y € R", punkt postaci
z=X+(1-MN)y, Ae[0,1]

nazywamy wypukta kombinacja x i y.
Jesli\ € (0,1), z nazywamy Scistg wypukta kombinacjg x i y.

Definicja
Zbior U C R" jest wypukty, jesli zawiera wszystkie wypukte kombinacje
par punktow x i y nalezgcych do U.

UWAGA: Zbior R" jest wypukty. Kazdy przedziat jest wypukty.
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Zbiory wypukte i funkcje wypukte...

Lemat (o przekroju zbiorow wypuktych)
Przekroj zbiorow wypuktych jest zbiorem wypukfym.

Dowdd.
Oczywisty. O

Zam
2



Problemy optymalizacyjne Otoczenie Lokalne i globalne optimum Zbiory wypukte i funkcje wypukte Programowanie wypukte
000000 00 o 00@00000000000 0000

Zbiory wypukte i funkcje wypukte...

Definicja

Niech U C R" bedzie zbiorem wypuktym. Funkcja f : U — R jest wypukta
w zbiorze U, jesli dla dowolnych dwdch punktéw x,y € U zachodzi
nierownosc:

FOX + (1= \)y) < M)+ (1= Nfy), Aelo,1].

JesliU = R", to moéwimy, ze f jest wypukta.

UWAGA: Dowolna liniowa funkcja jest wypukta w dowolnym zbiorze
wypuktym U.
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Zbiory wypukte i funkcje wypukte...

Lemat (o ograniczeniu wypuktym)
Niech f, f : U — R, bedzie funkcjg wypuktg w zbiorze U. Wtedy dla
dowolnego t € R zbior

U;={xeU: f(x)<t}

jest wypukty.

Zam
2



Lokalne i globalne optimum Zbiory wypukte i funkcje wypukte Programowanie wypukte

Problemy optymalizacyjne Otoczenie
000000 00 0000®000000000

Zbiory wypukte i funkcje wypukte...

Dowdéd.
Niech x i y bedg dowolnymi punktami x,y € U;. Zatem x,y € U. Z

wypuktosci U mamy, ze Ax + (1 — \)y € U, X € [0, 1]. Poniewaz f jest
wypukta w U nastepujace nieréwnosci sg prawdziwe:

FOX -+ (1 = N\)y) S M) + (1= NFY) < M+ (1 =\t =t

Stad Ax + (1 — \)y € Uy
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Zbiory wypukte i funkcje wypukte...

Definicja
Niech U C R" bedzie zbiorem wypuktym. Funkcja f : U — R jest wklesta
w zbiorze U, jesli —f jest wypukia w zbiorze U.

UWAGA: Dowolna liniowa funkcja jest wklesta w dowolnym zbiorze
wypuktym U.
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Zbiory wypukte i funkcje wypukte...

Twierdzenie (Charakteryzacja funkcji wypuktej - gradient)

Niech f € C' (f ma ciggte pochodne czgstkowe) w otwartym zbiorze
zawierajgcym U C R". Wtedy f jest wypukta w zbiorze U wtedy i tylko
wtedy, gdy

f(y) > f(x) + V()" (y — x)

dla wszystkich x,y € U, gdzie Vf(x) jest gradientem w punkcie X.
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Zbiory wypukte i funkcje wypukte...

Dowdéd.
(=) Niech x,y € U, x # y. Wtedy dla kazdego \ € (0, 1]

fx+ Ay —x))=f\y+(1=XNx) < XM(y)+ (1 - Nf(x).

Rozwijamy lewg strone w szereg Taylora w x

F(X + Ay —x)) = f(x)+ Vi) (x + Ay —x) —x) = f(x) + VEn) " (y —x)A,

gdzie n jest kombinacja wypukta x i x + \(y — x). Zatem

F() + V)T (v = X)X < M(y) + (1 = NF(x) = £(x) + MH(y) — £(x))
VEm) ' (y - x) < f(y) - f(x).

Przechodzac do granicy A — 0, Vf(n) — Vf(x).
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Zbiory wypukte i funkcje wypukte...

Dowdd.

(<) f(y) > f(x) + VI(x)T(y — x) zachodzi dla wszystkich x, y € U.
Niech z = Ax + (1 — \)y. Stad

f(x) > f(2) + V(2)"(x — 2) = f(2) + VI(Z)(x — \x — (1 = \)y),
f(y) > f(2) + VH(2) (v — 2) = {(2) + VI(2) (y = 2x = (1 = V)y).

Mnozac przerwszg nierownosc¢ przez A a drugg przez 1 — ) i dodajgc
stronami otrzemujemy

M)+ (1 =Nf(y) = f(z) = f(Ax + (1 = N)y).

]
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Zbiory wypukte i funkcje wypukte...

Twierdzenie (Charakteryzacja funkcji wypuktej - Hesjan)

Niech f € C? (f ma ciggfte drugie pochodne czgstkowe) w otwartym
zbiorze zawierajgcym U C R". Wtedy f jest wypukta w zbiorze U wtedy i
tylko wtedy, gdy

s"V2f(x)s > 0

dla wszystkich s € R" i dla wszystkich x € U gdzie V2f(x) jest
Hesjanem w punkcie x (macierzg drugich pochodnych czgstkowych).
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Zblory wypuk’re | funkcje wypukte...

Dowod.
(<) Niech x,y € U. Z twierdzenia Taylor'a

f(y) = () + V) (y —x) + ;(y = x)"V2(n)(y — x),

gdzie n jest kombinacjg wypuktg x i y, stad n € U.
Z zatozenia 8" V2f(x)s > 0, co daje

fly) = f(X)+Vf(X)T(Y—X)+;(Y—X)TVZf(n)(Y—X) > f(x)+Vi(x)" (y—x).

Zatem f jest wypukta. H
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Zbiory wypukte i funkcje wypukte...

Dowdd.
(=) Niech x € U, s € R"iniech t > 0 (mate), takie, ze x + ts € U.
Rozwijajgc w szereg Taylora mamy

f(x + ts) = f(x) + VF(x)"ts + ;_tstVZf(n)s,
gdzie n jest kombinacjg wypuktg x + ts i x.
Z zatozenia f jest wypukta, co daje

’
f(x) + VFIx) ts < f(x + t8) = f(x) + VI(x) ts + éz‘ZsTv%‘(n)s.

Stad 1t2s"V2f(n)s > 0. Dzielac przez t?/2 i przechodzac do granicy

t — 0 dostajemy V2f(n) — V2f(x). O

&
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Zbiory wypukte i funkcje wypukte...

Twierdzenie (o0 otoczeniu doktadnym)

Niech (f,X) bedzie egzemplarzem problemu optymalizacyjnego, X C R”
bedzie zbiorem wypuktym a f bedzie funkcjg wypuktg. Wtedy otoczenie

Ne(x)={y : y e X/ |Ix —yll2 < ¢}

jest doktadne dla dowolnego ¢ > 0.
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Zbiory wypukte i funkcje wypukte...

Dowadd.
Niech x bedzie lokalnym optimum wzgledem N,(x), € > 0, tj.

f(x) < f(z) dla wszystkich z € N.(x).
Pokazemy, ze f(x) < f(y) dla wszystkich y € X. Oczywiscie N.(x) C X.
Wybierzmy dowolny y € X\ N.(x).
Z wypuktoéci X i z faktu, ze e > 0 istnieje z € N.(x), z # x, taki, ze
Z=Xx+(1—-)\)ydlapewnego X € (0,1).
Z wypukioéci f i lokalnej optymalnosci x mamy

f(x) < £(2) = FOX + (1 = \)y) < M(X) + (1 — DY)
(1= NFf(x) < (1 — Nf(y), gdzie A € (0,1)
f(x) < f(y).
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Programowanie wypukte

Definicja

Egzemplarz (f,X) problemu optymalizacyjnego jest egzemplarzem
problemu programowania wypuktego, jesli f jest funkcjg wypukta, zbior
rozwigzan dopuszczalnych X C R" jest zdefiniowany nastepujgco:

gi(x) >0, ie[m],

gdzie g; : R" — R sg funkcjami wklestymi.
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Programowanie wypukte...

Lemat
Zbior rozwigzan dopuszczalnych X w problemie programowania
wypuktego jest wypukty.

Dowdd.
Wynika z lematu (o graniczeniu wypuktym) i lematu (o przekroju zbiorow
wypuktych). ]

Stad i twierdzenia (o otoczeniu doktadnym) dostajemy:

Twierdzenie
W problemie programowania wypuktego kazde rozwigzanie x lokalnie
optymalne wzgledem otoczenia N.(x) jest globalnie optymalne.
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Programowanie wypukte

Twierdzenie

Niechf: X CR" —» R, f € C' w zbiorze wypuktym X i f jest wypukta
wX. Jeslidla x* € X,

Vi(x*) =0,
to x* jest optymalny w X.
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Uwagi na temat tresci wyktadu

Tre$C wykitadu w catosci zostata przygotowana na podstawie ksigzKki

8 Christos H. Papadimitriou, Kenneth Steiglitz.
Combinatorial optimization: algorithms and complexity.
Dover Publications Inc., 1998.
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