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1 Problemy optymalizacyjne

Problemy optymalizacyjne mozemy podzieli¢ na:

e problemy optymalizacyjne, ktorych zmienne decyzyjne sa ciagte (zmien-
ne decyzyjne o ciagltych dziedzinach) — problemy optymalizacyjne cig-
gte,

e problemy optymalizacyjne, ktérych zmienne decyzyjne sa dyskretne
(zmienne decyzyjne o dyskretnych dziedzinach) — problemy optymali-
zacyjne dyskretne.

Definicja 1. Egzemplarz problemu optymalizacyjnego, oznaczonego przez L,
jest parg (X, f), gdzie X jest zbiorem rozwigzan dopuszczalnych, natomiast f
jest funkcjq celu (kosztu), f: X — R.

Zatem, szukamy rozwigzania dopuszczalnego x, € € X, takiego, ze f(x) <
f(y) dla wszystkich y € X, czyli:

) = min . 1
(@) = win £(v) <>
Rozwigzanie x jest rozwigzaniem globalnie optymalnym dla egzemplarza T
lub po prostu rozwiazaniem optymalnym.

W definicji 1 rozwazaliSmy problem (1), ktory jest problem minimali-
zacyjnym. Definicja ta jest poprawna réwniez dla probleméw, w ktérych
maksymalizujemy funkcje na zbiorze rozwiazan dopuszczalnych.

Definicja 2. Problem optymalizacyjny jest zbiorem egzemplarzy problemu
optymalizacyjnego — jest kolekcjqg egzemplarzy.

Innymi stowy, w egzemplarzu mamy dane wejsciowe i wystarczajaca ilogé
informacji, aby otrzymaé rozwigzanie. Natomiast problem optymalizacyjny
jest zbiorem takich egzemplarzy.

Rozwazmy ponizej przyktad egzemplarza problemu minimalnego drzewa
T0ZPINajgceqgo.

MINIMUM SPANNING TREE:

Dane: Graf nieskierowany spojny G = (V, E), gdzie V jest zbiorem wierz-
chotkéw, |V| = n, E jest zbiorem krawedzi, |E| = m, koszty krawe-
dzi c. € Z4, e € E. Zbiér rozwiazan dopuszczalnych jest nastepujacej
postaci:

X={T=(V,E') : E' C E,T jest spojny i acykliczny}.
Funkcja celu (kosztu) f: X — Zy, f(T) = X cer Ce-

Wyjscie: Drzewo rozpinajace T™ takie, ze f(1™) = minpex f(T).
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Przyktad egzemplarza problemu liniowego programowania LP.
LINEAR PROGRAMMING:

Dane: liczba wierszy (ograniczen) m, liczba kolumn (zmiennych decyzyj-
nych) n, wektor prawych stron b € R™, wektor wspotczynnikow funkeji
celu ¢ € R", macierz ograniczenn A = (a;;) € R™*". Zbior rozwigzan
dopuszczalnych jest nastepujacej postaci:

X={zxeR": Az =b,z > 0}.
Funkcja celu (kosztu) f: X — R, f(z) =clz = > jein] €%
Wyjscie: Rozwiazanie dopuszczalne z* takie, ze f(2*) = mingex f().
m=1,n=3 A=[1,1,1],b=[2], ¢! = [c1,c2,c3]7,

e’z = ¢yx1 + coxe + c3x3 — min

X = 1+ T2 + x3 =2
| 1, 22,2320

Rozwazmy egzemplarz minimalnego drzewa rozpinajacego, tzn. dane sa:
graf pelny o trzech wierzchotkach n = 3, m = 3, koszty krawedzi ci2, c13,
ca3. Egzemplarz tego problemu optymalizacyjnego mozna wyrazi¢ za pomoca
nastepujacego programowania liniowego:

c1x1 + o2 + c3xrz — min
1+ T2 + X3 =2
X = r1<l,zo < 1l,z3< 1
Tr1,T2,T3 > 0

gdzie c1 = c12, 2 = c13, €3 = C23.

2 Otoczenie

Dla danego rozwiazania & € X otoczenie jest zbiorem rozwiazan dopusz-
czalnych, ktore leza "blisko" x.

Definicja 3. Dla dowolnego problemu optymalizacyjnego, bedgcego zbiorem
egzemplarzy (X, f), otoczenie jest odwzorowaniem N : X — 2% zdefiniowa-
nym dla kazdego egzemplarza.

Jezeli X = R", wowczas otoczenie mozna definiowaé np. za pomoca normy
euklidesowej. Zatem dla programowania liniowego mozemy podaé¢ nastepu-
jace otoczenie

Ne(x) ={y €R" : Ay=b,y >0, [z —yll2 <e}.
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W przypadku probleméw optymalizacji dyskretnej wybor otoczenia zale-
zy od struktury zbioru rozwiazan dopuszczalnych X. Dla minimalnego drze-
wa rozpinajacego otoczenie mozna zdefiniowa¢ w nastepujacy sposob (jest
to najpopularniejsze otoczenie):

N(T) ={T" € X : T’ jest otrzymany z T nastepujaco (2)
dodaj krawedz e do T
powstaje cykl C
usuil dowolng krawedz z C

rozna od e}.

3 Lokalne i globalne optimum

Definicja 4. Dla danego egzemplarza (X, f) problemu optymalizacyjnego i
otoczenia N, rozwigzanie € X jest nazywane optimum lokalnym (minimum
lokalnym) wzgledem otoczenia N, jesli

f(x) < f(y) dla wszystkichy € N(x).

Definicja 5. Dany jest problem optymalizacyjny, zbior rozwigzan dopusz-
czalnych X i otoczenie N. Mdowimy, ze otoczenie N jest doktadne (ang.
exact), jesli optimum lokalne x € X wzgledem N jest rowniez optimum glo-
balnym.

Otoczenie (2) dla minimalnego drzewa rozpinajacego jest doktadne.

4 Zbiory wypuktle i funkcje wypukte
Definicja 6. Dowolnych punktow x,y € R", punkt postaci
z=X X+ (1- Ny, Xel0,1]

nazywamy wypukte kombinacjo x 1 y.
Jesli A € (0,1), z nazywamy Scistq wypuktq kombinacjo x i y.

Definicja 7. Zbior U C R" jest wypukly, jesli zawiera wszystkie wypukte
kombinacje par punktow x 1y nalezgcych do U.

Zbior R" jest wypukly. Kazdy przedziat jest wypukty.
Lemat 1. Przekrdj zbiorow wypuktych jest zbiorem wypukiym.

Dowdd. Oczywisty. O
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Definicja 8. Niech U C R" bedzie zbiorem wypuktym. Funkcja f : U —
R jest wypukta w zbiorze U, jesli dla dowolnych dwdch punktow x,y € U
zachodzi nierownosé:

fOz+ (1 =Ny) <Af(x)+ (1 -A)f(@y), Ael01].
Jesli U =R", to mowimy, ze f jest wypukta.
Dowolna liniowa funkcja jest wypukta w dowolnym zbiorze wypuktym U.

Lemat 2. Niech f, f : U — R, bedzie funkcjg wypukta w zbiorze U. Wtedy
dla dowolnego t € R zbior

U, ={zecU: f(x) <t}
jest wypukty.

Dowaod. Niech x i y beda dowolnymi punktami z,y € U;. Zatem z,y € U.
Z wypuklosci U mamy, ze Ax + (1 — Ny € U, A € [0,1]. Poniewaz [ jest
wypukta w U nastepujace nieréwnosci sa prawdziwe:

FOZ+ (1= Ny) < Af(@)+ (1= N fy) <M+ (1— Nt =t
Stad Az + (1 — Ay € U,. 0

Definicja 9. Niech U C R"™ bedzie zbiorem wypuktym. Funkcja f : U — R
jest wklesta w zbiorze U, jesli —f jest wypukta w zbiorze U.

Dowolna liniowa funkcja jest wklesta w dowolnym zbiorze wypuktym U.

Twierdzenie 1 (Charakteryzacja funkcji wypuktej - gradient). Niech f €
Cl (f ma ciggte pochodne czqstkowe) w otwartym zbiorze zawierajgcym U C
R™. Wtedy f jest wypukta w zbiorze U wtedy i tylko wtedy, gdy

f) > f@) + V@) (y - =)
dla wszystkich z,y € U, gdzie V f(x) jest gradientem w punkcie x.
Dowdd. (=) Niech z,y € U, & # y. Wtedy dla kazdego A € (0, 1]
fe+ Ay —z)=fOy+ 1 -Nz) <Af(@y) + (1 - A f(z)
Rozwijamy lewsa strone w szereg Taylor’a w &
f@+My—2) = f(@)+ VI @+ Ay —z)—2) = f@)+ V() (y—z)\
gdzie 9 jest kombinacja wypukla i  + A(y — ). Zatem

f@)+ VI y—2)A<Af@) + Q- N f) = fl@)+Afly) - f(@))
Vim"y—z) < fly) — f(@).
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Przechodzac do granicy A — 0, Vf(n) — Vf(x).

(<) fly) > f(®) + V(@) (y — x) zachodzi dla wszystkich z,y € U.
Niech z = Az + (1 — \)y. Stad
f(2)+ V@) (@ = 2) = f(2) + V(2)" (@ = A& = (1= A\y),
f(2)+ V)" (y—2) = f(2) + V() (y = Az — (1= V).

>
>

Mnozgc przerwsza nieréwnosé przez A a druga przez 1 — A i dodajac stronami
otrzemujemy

M(@)+ 1 =Nfy) > f(z) = fAz + (1= Ay).
O

Twierdzenie 2 (Charakteryzacja funkcji wypuklej - Hesjan). Niech f € C?
(f ma ciggle drugie pochodne czqstkowe) w otwartym zbiorze zawierajgcym
U C R™. Wtedy f jest wypukta w zbiorze U wtedy i tylko wiedy, gdy

sTV?f(x)s >0

dla wszystkich 8 € R™ i dla wszystkich x € U gdzie V2f(x) jest Hesjanem w
punkcie  (macierzq drugich pochodnych czqstkowych).

Dowdd. (<) Niech &,y € U. Z twierdzenia Taylor’a

f) = @)+ V@)~ 2) + 5y -~ 2) V) (y - 2)

gdzie i jest kombinacja wypukla x iy, stad n € U.
7 zalozenia sT V2 f(x)s > 0, co daje

fly) = f($)+Vf($)T(y—w)+%(y—x)TV2f(17)(y—w) > f(@)+V () (y—2).

Stad i twierdzenia 1 mamy, ze f jest wypukta.
(=) Niech € U, s € R" i niech ¢ > 0 (male), takie, ze x +ts € U.
Rozwijajac w szereg Taylora mamy

flo+ts) = f(z) + VI @) ts + 52267 s

gdzie n jest kombinacjg wypukla x + ts i x.
7 zalozenia f jest wypukla. Zatem z twierdzenia 1 dostajemy:

F(@) + V§(@)ts < fl@+ts) = (&) + VI@)ts + 3287V F(m)s.

Stad %t2sTV2f(77)s > 0. Dzielac przez t2/2 i przechodzac do granicy ¢t — 0
dostajemy V2f(n) — V2f(z). O
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Twierdzenie 3. Niech (f,X) bedzie egzemplarzem problemu optymalizacyj-
nego, X C R™ bedzie zbiorem wypuktym a f bedzie funkcja wypuktq. Wiedy
otoczenie

Ne(@) ={y :ye X, [lx —yll2 <€}
jest doktadne dla dowolnego € > 0.

Dowdd. Niech & bedzie lokalnym optimum wzgledem N,(x), € > 0, tj.
f(z) < f(2) dla wszystkich z € N(x).

Pokazemy, ze f(z) < f(y) dla wszystkich y € X. Oczywiscie Nc(z) C X. Jesli
Nc(z) =X, to z jest optimum globalnym w X.

Zatem wybierzmy dowolny y € X\ Nc(z). Z wypuklosci X i z faktu, ze
e > 0 istnieje z € N.(x), z # z, taki, ze z = Az + (1 — \)y dla pewnego
A€ (0,1). Z wypuklosci f i lokalnej optymalnosci £ mamy

f@) < flz) = fz+ (1= Ny) <Af(@) + (1= N)f(y).
Porzadkujac dostajemy:

(1=XN)f(z)
/()

(1—=XN)f(y), gdzie X € (0,1)
f(y).

<
<

O]

Definicja 10. Egzemplarz (f,X) problemu optymalizacyjnego jest egzempla-
rzem problemu programowania wypuktego, jesli f jest funkcjg wypuktq, zbior
rozwigzan dopuszczalnych X C R™ jest zdefiniowany nastepujgco:

gi(®) >0, i € [m],
gdzie g; : R™ — R sq funkcjami wklestymi.

Lemat 3. Zbior rozwigzan dopuszczalnych X w problemie programowania
wypuktego jest wypukty.

Dowod. Wynika z lematu 2 i lematu 1. O

7 lematu 3 i twierdzenia 3 dostajemy bardzo wazna wlasnosé programo-
wania wypuktego.

Twierdzenie 4. W problemie programowania wypuktego kazde rozwigzanie
x lokalnie optymalne wzgledem otoczenia Ne(x) jest globalnie optymalne.

Twierdzenie 5. Niech f: X CR" = R, f € Ct w zbiorze wypuktym X i f
jest wypukta w X. Jesli dla x* € X,

V(@) =0,

to x* jest optymalny w X.
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Uwagi na temat tresci wykladu

Tres¢ wykladu w calosei zostala przygotowana na podstawie ksiazki [1].
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