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Metody programowania catkowitoliczbowego

Wyréznia sie kilka podejs¢ do rozwigzywania zagadnien programowania
catkowitoliczbowego:

e metody przegladu, m.in. metody podziatu i ograniczen,

* metody ptaszczyzn odcinajgcych,

* metody oparte na dekompozycji.
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Rozwigzanie pcL za pomocg programowania
liniowego (LP)

Z" =maxz = 5x; + 8x>

XX + X < 6
5x1 + 9% < 45
X1, Xo > 0 i catkowite
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Metoda przegladu dla probleméw 0-1

000000000

Rozwigzanie pcL za pomocg programowania

liniowego (LP)
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Rozwigzanie pcL za pomocg (LP)

Rozwigzanie Rozwigzanie

Rozwigzanie Rozwigzanie

optymalne  zaokrgglone najblizsze optymalne
ciaggte catkowite catkowite
xi 5=225 2 2 0
X, =375 4 3 5
z 41.25 niedopuszcz. 34 40
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Metoda podziatu i ograniczen dla pcL

Metoda podziatu i ograniczen jest oparta na podejsciu “dziel i zwyciezaj”.
Kluczowe fakty:

PCL= LP + ograniczenia catkowitoliczbowosci

Zamy
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Metoda podziatu i ograniczen dla pcL

Metoda podziatu i ograniczen jest oparta na podejsciu “dziel i zwyciezaj”.
Kluczowe fakty:

PCL= LP + ograniczenia catkowitoliczbowosci

Fakt 1. Wartos¢ optymalna funkgciji celu LP jest gérnym
ograniczeniem (maksymalizacja funkcji celu) optymalnej
wartosci funkcji celu PCL.
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Metoda podziatu i ograniczen dla pcL

Metoda podziatu i ograniczen jest oparta na podejsciu “dziel i zwyciezaj”.
Kluczowe fakty:

PCL= LP + ograniczenia catkowitoliczbowosci

Fakt 1. Wartos¢ optymalna funkgciji celu LP jest gérnym
ograniczeniem (maksymalizacja funkcji celu) optymalnej
wartosci funkcji celu PCL.

Fakt 2. Wartos¢ funkcji celu PCL dla dowolnego rozwigzania
catkowitoliczbowego jest dolnym ograniczeniem
(maksymalizacja funkgciji celu) optymalnej wartosci funkgji
celu PCL.
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Rozwigzanie pcL za pomocg (LP)
Pomijamy warunki catkowitoliczbowosci i rozwigzujemy nastepujgce
zagadnienie LP
Z"¥ =maxz = 5x; + 8x>
X1 + Xo < 6
L=< 5x1 + 9% < 45
X1, X% >0
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Rozwigzanie pcL za pomocg (LP)
Pomijamy warunki catkowitoliczbowosci i rozwigzujemy nastepujgce
zagadnienie LP
Z"¥ =maxz = 5x; + 8x>
X1 + Xo < 6
Lo { 5 + 9x < 45

X1,Xo >0

Otrzymujemy: x; = 21, xo = 32, 20 = 41] oraz gorne ograniczenie
1

<41
414
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Rozwigzanie pcL za pomocg (LP)
Pomijamy warunki catkowitoliczbowosci i rozwigzujemy nastepujgce
zagadnienie LP
Z"¥ =maxz = 5x; + 8x>
X1 + Xo < 6
Lo 5xi + 9x < 45
X1,Xo >0
Otrzymujemy: x; = 21, xo = 32, 20 = 41] oraz gorne ograniczenie
1
<41
41 7
Poniewaz wspoétczynniki funkcji celu sg catkowitoliczbowe, mozemy
poprawi¢ gorne ograniczenie
ZF < 41.
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Metoda podziatu i ograniczen dla pcL
Wybieramy zmienng decyzyjng o wartosci utamkowej np. xo — wybor jest
heurystyczny (mozemy wybraé réwniez x;). Narzucamy warunki, xo < 3
lub x> > 4, wykluczajgce przedziat (3, 4).

T2 “
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Metoda podziatu i ograniczen dla pcL

Lo
z1 = 2.25 | 22 = 3.75 z = 41.25 z" <41
T2 =24 r2 < 3
Ly Lo

maxZ =5x; +8Xxo maxz =5x; +8xs

Xy + X2 < 6 Xy 4+ X2 < 6
[, — 5x + 9x < 45 [, — 5x + 9x < 45
1= X2 > 4 2= X2 < 3

X1, X >0 X1,X >0
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Metoda podziatu i ograniczen dla pcL

Lo

z1 = 2.25 | 22 = 3.75 z = 41.25 z" <41
T2 =24 r2 < 3
Ly Lo

maxZ =5x; +8Xxo maxz =5x; +8xs

Xy + X2 < 6 Xy 4+ X2 < 6
Ly = 5x + 9x < 45 [, — 5x + 9x < 45
X > 4 2 X2 < 3

X1,X2 2 0 X1,X2 2 0

Wybor wezta Ly czy L, jest heurystyczny. Rozpatrzmy L. Otrzymujemy:

X1 =18, x=4,z=41.
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Metoda podziatu i ograniczen dla pcL
Wybieramy zmienng decyzyjng o wartosci utamkowej x; Narzucamy
warunki, x; < 1 lub x; > 2, wykluczajace przedziat (1, 2).

) A
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Metoda podziatu i ograniczen dla pcL

Lg

@y = 2.25 | xo = 3.75 z = 41.25 =% < a1
xy = 4 xy < 3
xq = 1.8 xo ::1 | z = 41
x> 2 w1 <1
L L4

Zadanie sprzeczne

maxZ = 5x1 + 8x» maxZ = 5x1 + 8x»
Xq + X0 < 6 Xq + X0 < 6
5t + 9x < 45 5 + 9x < 45

L3 = Xo > 4 L4 = X2 > 4

X > 2 X4 < 1

X1,X2>0 X1,X2>0

(&)
Zam
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sprzeczne x1=1,x = 457 z= 40§
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Metoda podziatu i ograniczen dla pcL
Wybieramy zmienng decyzyjng o wartosci utamkowej xo Narzucamy
warunki, x> < 4 lub x, > 5, wykluczajace przedziat (4,5).

132‘
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Metoda podziatu i ograniczen dla pcL
Wybieramy zmienng decyzyjng o wartosci utamkowej xo Narzucamy
warunki, x> < 4 lub x, > 5, wykluczajace przedziat (4,5).

132‘

Rozpatrujemy Ls.
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Metoda podziatu i ograniczen dla pcL
z; =225 | zo = 3.75 z =41.25 z" <41

T2 =24 z2 <3
Ly Lo
x1 = 1.8 xo = 4 z =41
21 > 2 1 <1
L3 Ly
Zadanie sprzeczne x1 =1 To = 4% z = 40%

co najwyzej 10% od optimum!

dolne ograniczenie

Ls Le

*

z =37 z" 287

xo =4
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Metoda przegladu dla probleméw 0-1
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Metod dziatu i iczen dI
Lo
@y =2.25 zp = 3.75 z=4125 |7 <41
T2 24 T2 < 3
L4 Lo
x1 = 1.8 x2 =4 z =41
z1 > 2 zp <1
L3 Ly
Zadanie sprzeczne x1 =1 | To = 4% z = 40%
T2 < 4 T2 25
co najwyzej 2.5% od optimum!
dolne ograniczenie
Ls Le
@ =1 |z2:4 z=37 |2 =37 |z -0 |z2:5 2 =40 =" > 40
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Metoda podziatu i ograniczen dla pcL

Lo
1 =2.25 | zy = 3.75 z=41.25 |# <41
T2 =>4 T2 < 3
L, Lo
zy = 1.8 zy =4 z =41 1 =3 |12:3 z =39
xy =2 z1 <1
L3 Ly
Zadanie sprzeczne x1 =1 | To = 4% z = 40%
T2 < 4 2 =5
optimum!
Ls Lg
@ =1 |12:4 z =37 25237 |z =0 |12:5 z =40 27 > 40
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Metoda podziatu i ograniczen dla pcL

6
Le Optymalne rozwiazanie catkowitoliczbowe
5 » ° ° ° ° . ° ° .
N
Optymalne rozwigzanie ciggle
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Czy mozna poprawi¢ gérne ograniczenie?

Lo
@1 =225 | w2 =375 z=4125 |7 <4l
T2 24 T2 <3
Ly Lo
=18 2o =4 z=41 =3 T2 =3 z=39
T 22 71 <1
L3 Ly
Zadanie sprzeczne ;=1 T = 4% z= 40%

Zatézmy, ze w naszym przyktadzie rozpatrujemy wezet L, przed Ls lub Lg. Optymalne
rozwigzanie lezy w L, lub L4. Stad z* jest ograniczone przez 40%. Poniewaz

wspotczynniki funkciji celu sg catkowitoliczbowe, mozemy poprawi¢ gorne ograniczenie |
na 40.
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Podsumowanie

Zatézmy rozpatrzylismy wezet L;. Nie ma sensu dzieli€ L; (rozgateziac)
jesli:
* LP w L; jest sprzeczne,
e optymalne rozwigzanie LP jest catkowitoliczbowe,
e warto$¢ funkgji celu LP w L; jest nie wigksza niz aktualne dolne
ograniczenie.
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Podsumowanie

Zatézmy rozpatrzylismy wezet L;. Nie ma sensu dzieli€ L; (rozgateziac)
jesli:

* LP w L; jest sprzeczne,

e optymalne rozwigzanie LP jest catkowitoliczbowe,

* wartosc funkcji celu LP w L; jest nie wigksza niz aktualne dolne

ograniczenie.

Uwagi

¢ Relaksacje LP rozwigzuje sie efektywnie,

¢ Nie ma ogdlnej metody wyboru zmiennej decyzyjne.

e Nie ma ogolnej metody wyboru wezta po rozgatezieniu.

Zam
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Metoda przegladu dla problemow 0-1

W metodzie tej stosuje sie metode podziatu i ograniczen w celu
"inteligentnego” ustalania wartosci zmiennych decyzyjnym na 0 lub 1.
Zmienne, ktére nie sg ustalone bedziemy nazywaé wolnymi. Zaktada
sig, ze

Zam
2



Metoda przegladu dla probleméw 0-1
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Metoda przegladu dla problemow 0-1

W metodzie tej stosuje sie metode podziatu i ograniczen w celu
"inteligentnego” ustalania wartosci zmiennych decyzyjnym na 0 lub 1.
Zmienne, ktére nie sg ustalone bedziemy nazywac¢ wolnymi. Zaktada
sig, ze
e wszystkie wspotczynniki celu sg niedodatnie (w zadaniu
maksymalizacji), Jezeli wspdtczynnik przy x; jest dodatni, to
podstawiamy x; = 1 — X;, X; € {0, 1},

Zam
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Metoda przegladu dla probleméw 0-1
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Metoda przegladu dla problemow 0-1

W metodzie tej stosuje sie metode podziatu i ograniczen w celu
"inteligentnego” ustalania wartosci zmiennych decyzyjnym na 0 lub 1.
Zmienne, ktére nie sg ustalone bedziemy nazywac¢ wolnymi. Zaktada
sig, ze
e wszystkie wspotczynniki celu sg niedodatnie (w zadaniu
maksymalizacji), Jezeli wspdtczynnik przy x; jest dodatni, to
podstawiamy x; = 1 — X;, X; € {0, 1},
e ograniczenia sg postaci "<”.

Zam
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Metoda przegladu dla problemow 0-1

Rozpatrzmy przyktad:

*

Z"¥=maxZ = —8x1 —2Xo —4x3 — /X4 — 5x5 + 10

—3X1 — 33X+ X3+2x4+3x5 < -2
—5x1 —3Xo—2X3—Xa+ X5 < —4
X17X27X37X47X5 € {071}
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Metoda przegladu dla problemow 0-1

wezet 0: Wszystkie zmienne decyzyjne sg wolne. Jezeli
chwilowo nadamy im warto$¢ 0, to z* < 10, poniewaz wspot-
czynniki funkcji celu sg ujemne. Rozwigzanie to nie spetnia
ograniczen, wiec dokonujemy rozgatezienia.




Programowanie catkowitoliczbowe (PLC) Metoda przegladu dla probleméw 0-1

00000000000 000000 0O0@000000

Metoda przegladu dla problemow 0-1

wezet 0: Wszystkie zmienne decyzyjne sg wolne. Jezeli
chwilowo nadamy im warto$¢ 0, to z* < 10, poniewaz wspot-
czynniki funkcji celu sg ujemne. Rozwigzanie to nie spetnia
ograniczen, wiec dokonujemy rozgatezienia.

wezet: x; = 1 jest ustalona xo, x3, X4, X5 Sg wolne. Nadajmy
im chwilowo wartos¢ 0

z=—8(1) — 2(0) — 4(0) — 7(0) — 5(0) + 10 = 2.

Rozwigzanie to spetnia ograniczenia, wigc z* > 2. Dalej nie
rozgateziamy.
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Metoda przegladu dla problemow 0-1

wezet 0: Wszystkie zmienne decyzyjne sg wolne. Jezeli
chwilowo nadamy im warto$¢ 0, to z* < 10, poniewaz wspot-
czynniki funkcji celu sg ujemne. Rozwigzanie to nie spetnia
ograniczen, wiec dokonujemy rozgatezienia.

wezet: x; = 1 jest ustalona xo, x3, X4, X5 Sg wolne. Nadajmy
im chwilowo wartos¢ 0

z=—8(1) — 2(0) — 4(0) — 7(0) — 5(0) + 10 = 2.

Rozwigzanie to spetnia ograniczenia, wigc z* > 2. Dalej nie
rozgateziamy.

wezet 2: x; = 0 jest ustalona. xo, X3, X4, X5 S wolne. Nadajmy
im chwilowo wartos¢ 0. Przypadek jak wezet 0. Rozgatezia-
my.

Programowanie catkowitoliczbowe (PLC) Metoda przegladu dla probleméw 0-1
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Metoda przegladu dla problemow 0-1

wezet 3:xy = 0 i X2 = 1 sg ustalone,
X3, X4, X5 $g wolne. Nadajemy im wartosc¢ 0.
Rozwigzanie nie spetnia ograniczen —3 «£
—4. Rozgateziamy.
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Metoda przegladu dla problemow 0-1

wezet 5: x; = 0i x2 = x3 = 1 s3 ustalone, x4, X5
sg wolne. Nadajemy im warto$¢ 0.Rozwigzanie to
jest dopuszczalne z = 4. Wigc otrzymujemy lepsze
dolne ograniczenie z* > 4
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Metoda przegladu dla problemow 0-1

wezet 5: x; = 0i x2 = x3 = 1 s3 ustalone, x4, X5
sg wolne. Nadajemy im warto$¢ 0.Rozwigzanie to
jest dopuszczalne z = 4. Wigc otrzymujemy lepsze
dolne ograniczenie z* > 4

wezet 6: x; = x3 = 0i xo = 1 sg ustalone, x4, X5
sg wolne. Nadajemy im wartos¢ 0. Rozwigzanie nie
spetnia ograniczen —3 £ —4 (jak w wezle 3). Roz-
gateziamy.
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Metoda przegladu dla probleméw 0-1
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Metoda przegladu dla problemow 0-1

wezet 5: x; = 0i x2 = x3 = 1 s3 ustalone, x4, X5
sg wolne. Nadajemy im warto$¢ 0.Rozwigzanie to
jest dopuszczalne z = 4. Wigc otrzymujemy lepsze
dolne ograniczenie z* > 4

wezet 6: x; = x3 = 0i xo = 1 sg ustalone, x4, X5
sg wolne. Nadajemy im wartos¢ 0. Rozwigzanie nie
spetnia ograniczen —3 £ —4 (jak w wezle 3). Roz-
gateziamy.

wezet 7: x; = x3 = 0i X0 = x4, = 1 sg ustalone,
X5 jest wolna. Nadajemy jej wartos¢ 0. Rozwigzanie
jest niedopuszczalne i z = 1 < 4, a wiec nie ma
sensu rozgateziac.
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Metoda przegladu dla probleméw 0-1
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Metoda przegladu dla problemow 0-1

wezet 5: x; = 0i x2 = x3 = 1 s3 ustalone, x4, X5
sg wolne. Nadajemy im warto$¢ 0.Rozwigzanie to
jest dopuszczalne z = 4. Wigc otrzymujemy lepsze
dolne ograniczenie z* > 4

wezet 6: x; = x3 = 0i xo = 1 sg ustalone, x4, X5
sg wolne. Nadajemy im wartos¢ 0. Rozwigzanie nie
spetnia ograniczen —3 £ —4 (jak w wezle 3). Roz-
gateziamy.

wezet 7: x; = x3 = 0i X0 = x4, = 1 sg ustalone,
X5 jest wolna. Nadajemy jej wartos¢ 0. Rozwigzanie
jest niedopuszczalne i z = 1 < 4, a wiec nie ma
sensu rozgateziac.

wezet 8: jak dla wezia 6.
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Metoda przegladu dla probleméw 0-1

wezet 9: x; = x3 = x4 = 0 o = x5 = 1 sg ustalone.
Jest to jedyne rozwigzanie i w dodatku niedopuszczal-
ne. Nie rozgateziamy.
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Metoda przegladu dla probleméw 0-1
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Metoda przegladu dla probleméw 0-1

wezet 9: x; = x3 = x4 = 0 o = x5 = 1 sg ustalone.
Jest to jedyne rozwigzanie i w dodatku niedopuszczal-
ne. Nie rozgateziamy.

wezet 10: xy = X3 = X4 = x5 = 0 X0 = 1 sg ustalone.
Jest to jedyne rozwigzanie i jest niedopuszczalne. Nie
rozgateziamy.
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Metoda przegladu dla probleméw 0-1

wezet 9: x; = x3 = x4 = 0 o = x5 = 1 sg ustalone.
Jest to jedyne rozwigzanie i w dodatku niedopuszczal-
ne. Nie rozgateziamy.

wezet 10: xy = X3 = X4 = x5 = 0 X0 = 1 sg ustalone.
Jest to jedyne rozwigzanie i jest niedopuszczalne. Nie
rozgateziamy.

wezet 4: x; = Xo = 0 sg ustalone x3, x4, X5 s wolne.
Ograniczenie

—3X1 —3Xo + X3 + 2X4 + 3X5 < —2

redukuje sie do
X3+ 2X4 + 3X5 < —2.

Nie istnieje 0-1 podstawienie do xs, X4, X5 spetniajgce
powyzsze ograniczenie. Nie ma sensu rozgateziac. @
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Metoda przegladu dla problemow 0-1

z* < 10

RozpatrzyliSmy wszystkie wezly.

=1 Rozwigzaniem optymalnym jest
optimum X1 =X = X5 =0, 0 = X3 = 1.
zt =4,

z" >4
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Podsumowanie

Nie rozgateziamy w wezle jezeli:

Metoda przegladu dla probleméw 0-1
000000080

4am
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Metoda przegladu dla probleméw 0-1
000000080

Podsumowanie

Nie rozgateziamy w wezle jezeli:
e kiedy zadanie PCL w weZle jest sprzeczne. Np. po podstawieniu

zmiennych ustalonych do ograniczen nie istnieje 0-1 podstawienie
do zmiennych wolnych spetniajgce ograniczenia.

Zam
2



Metoda przegladu dla probleméw 0-1
000000080

Podsumowanie

Nie rozgateziamy w wezle jezeli:
e kiedy zadanie PCL w weZle jest sprzeczne. Np. po podstawieniu

zmiennych ustalonych do ograniczen nie istnieje 0-1 podstawienie
do zmiennych wolnych spetniajgce ograniczenia.

e rozwigzanie binarne po podstawieniu pod zmienne wolne wartoéci 0
jest dopuszczalne,



Metoda przegladu dla probleméw 0-1
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Podsumowanie

Nie rozgateziamy w wezle jezeli:

e kiedy zadanie PCL w weZle jest sprzeczne. Np. po podstawieniu
zmiennych ustalonych do ograniczen nie istnieje 0-1 podstawienie
do zmiennych wolnych spetniajgce ograniczenia.

e rozwigzanie binarne po podstawieniu pod zmienne wolne wartoéci 0
jest dopuszczalne,

e wartos¢ funkgcji celu jest nie wieksza od aktualnego dolnego
ograniczenia.
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Uwagi na temat tresci wyktadu

Tre$¢ wyktadu w catosSci zostata przygotowana na podstawie ksigzki

@ Stephen P. Bradley, Arnoldo C. Hax, Thomas L. Magnanti.
Applied Mathematical Programming.
Addison-Wesley, 1977.
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