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Metody Optymalizacji, wyktad nr 10 Pawel Zielinski

1 Programowanie calkowitoliczbowe (PLC)

Metody programowania calkowitoliczbowego

Wyrdznia sie kilka podejsé do rozwigzywania zagadnieri programowania
catkowitoliczbowego:

e metody przegladu, m.in. metody podziatu i ograniczen,
e metody ptaszczyzn odcinajacych,

e metody oparte na dekompozycji.

Rozwigzanie PCL za pomoca programowania liniowego (LP)
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Metoda podziatu i ograniczenn dla PCL

Metoda podziatu i ograniczen jest oparta na podejdciu “dziel i zwyciezaj”.
Kluczowe fakty:
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PCL= LP + ograniczenia catkowitoliczbowosci

Fakt 1. Wartos¢ optymalna funkeji celu LP jest gornym ograniczeniem (mak-
symalizacja funkgcji celu) optymalnej wartosci funkeji celu PCL.

Fakt 2. Wartos¢ funkcji celu PCL dla dowolnego rozwiazania catkowito-
liczbowego jest dolnym ograniczeniem (maksymalizacja funkeji celu)
optymalnej wartosci funkcji celu PCL.

Pomijamy warunki catkowitoliczbowosci i rozwiazujemy nastepujace za-
gadnienie LP
z* = maxz = bxy + Sz9

1 + a2 < 6
Lo=< 51 + 922 < 45
x1,%2 = 0

: e 9l _ 23 0 _ 411 . . .
Otrzymujemy: x1 = 27, v = 3%, 2z~ = 413 oraz gérne ograniczenie

1
Poniewaz wspotczynniki funkeji celu sg catkowitoliczbowe, mozemy poprawié

gbérne ograniczenie
Z* < 41.

Wybieramy zmienna decyzyjna o wartosci utamkowej np. xo — wybodr jest
heurystyczny (mozemy wybra¢ rowniez x;). Narzucamy warunki, xo < 3 lub
x9 > 4, wykluczajace przedzial (3,4).
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Lo
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Wybor wezta L; czy Lo jest heurystyczny. Rozpatrzmy Li. Otrzymujemy:

1 = 1.8, z9 =4, z = 41.

Wybieramy zmienna decyzyjna o wartoéci utamkowej x1 Narzucamy wa-
runki, 1 < 1 lub 1 > 2, wykluczajace przedziat (1,2).
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Zadanie sprzeczne
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max z = dx1 + 82

.
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> 2
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Wybieramy zmienng, decyzyjna o wartosci utamkowej xo Narzucamy wa-
runki, zo < 4 lub z9 > 5, wykluczajace przedzialt (4,5).

9 =
Rozpatrujemy Ls.
Lo
Ty =2.25 x5 = 3.75 z=4125 |2 <41
T2 24 z2 < 3
L1 L2
z; = 1.8 o =4 z =41
T1 =2 z1 <1
L3 L4
Zadanie sprzeczne 1 =1 To = 4% z = 40%
co najwyzej 10% od optimum! zz < 4 T2 25
dolne ograniczenie
L5 L6
=1 zo =4 z =37 2" 237
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Lo
Ty =2.25 x5 = 3.75 z=41.25 |2z <41
T2 24 T2 <3

Ly Lo

x; = 1.8 To = z =41

1 =22 1 <1
L3 Ly
Zadanie sprzeczne z1 =1 To = 4% z= 40%
T2 < 4 T2 25

co najwyzej 2.5% od optimum!

dolne ograniczenie

Ls Le
Ty =1 To =4 z =237 2" > 37 1 =0 o =5 z =40 2" > 40
Lo
z1 = 2.25 @y = 3.75 z=4125 |2 <41
T2 24 x2 < 3
Ly Lo
z1 =1.8 o =4 2z =41 1 =3 xo =3 z =239
1> 2 ry <1
L3 L4
Zadanie sprzeczne 1 =1 To = 4% z = 40%
T2 < 4 T2 =5
optimum!
Ls Le
=1 To =4 z =37 2" 237 1 =0 o =5 z =40 2" > 40
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Optymalne rozwigzanie catkowitoliczbowe

Optymalne rozwigzanie ciagle

Czy mozna poprawié¢ gérne ograniczenie?

Lo
z; =2.25 z9 = 3.75 z=41.25 |2z <41
T2 24 z2 <3
L, L2
=18 wy =4 z =41 z1 =3 z2 =3 z =39
1 =2 1 <1
Lg L4
Zadanie sprzeczne 1 =1 o = 4% z = 408

Zalézmy, ze w naszym przyktadzie rozpatrujemy wezet Ly przed Ls lub
Lg. Optymalne rozwiazanie lezy w Lo lub L4. Stad z* jest ograniczone przez
40%. Poniewaz wspoétczynniki funkceji celu sg catkowitoliczbowe, mozemy po-
prawi¢ gorne ograniczenie na 40.

Podsumowanie

Zalozmy rozpatrzyliSmy wezel L;. Nie ma sensu dzieli¢ L; (rozgaleziac)
jesli:

e LP w L; jest sprzeczne,

e optymalne rozwigzanie LP jest catkowitoliczbowe,

e wartos¢ funkcji celu LP w L; jest nie wi¢ksza niz aktualne dolne ogra-
niczenie.
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Uwagi
e Relaksacje LP rozwiazuje sie efektywnie,
e Nie ma ogoélnej metody wyboru zmiennej decyzyjne.

e Nie ma ogoélnej metody wyboru wezta po rozgalezieniu.

Metoda przegladu dla probleméw 0-1

W metodzie tej stosuje sie metode podziatu i ograniczen w celu "inte-
ligentnego” ustalania wartosci zmiennych decyzyjnym na 0 lub 1. Zmienne,
ktore nie sg ustalone bedziemy nazywaé¢ wolnymi. Zaktada sie, ze

e wszystkie wspolczynniki celu sa niedodatnie (w zadaniu maksymaliza-
cji), Jezeli wspotezynnik przy x; jest dodatni, to podstawiamy x; =
1-7,,7; € {0, 1},

e ograniczenia sa postaci "<”.

Rozpatrzmy przyktad.

Z* =maxz = —8x1 — 229 — 4x3 — Tx4 — S5 + 10
—3x1 —3x9 + 23+ 224+ 35 < -2
—5x1 — 3T2 — 2x3 — x4 + T3 < -4
Ty, T2, T3, T4, 25 € {0,1}

wezel 0: Wszystkie zmienne decyzyjne sa
wolne. Jezeli chwilowo nadamy im war-
tos¢ 0, to z* < 10, poniewaz wspodtczynni-
ki funkcji celu sa ujemne. Rozwigzanie to
nie spelnia ograniczeri, wiec dokonujemy
rozgalezienia.

wezel 1:x1 = 1 jest ustalona o, x3, x4, x5
sa wolne. Nadajmy im chwilowo wartosé
0

2 = —8(1)—2(0)—4(0)—~7(0)~5(0)+10 = 2.

Rozwiazanie to spelnia ograniczenia, wiec
z* > 2. Dalej nie rozgateziamy.

wezel 2:x; = 0 jest wustalona.
T9,T3,T4,T5 sa wolne. Nadajmy im
chwilowo wartosé 0. Przypadek jak wezet
0. Rozgaleziamy.
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wezel 3:x1 = 01 22 = 1 sa ustalo-
ne, T3, T4, x5 sa wolne. Nadajemy im war-
tos¢ 0. Rozwiazanie nie spelnia ograniczen
—3 £ —4. Rozgalteziamy.

wezel 5: 1 = 01 9 = 23 = 1 s3 ustalo-
ne, x4, x5 sa wolne. Nadajemy im wartosé
0.Rozwiazanie to jest dopuszczalne z = 4.
Wiec otrzymujemy lepsze dolne ogranicze-
niez* > 4

wezel 6: 1 = x5 = 0122 = 1 sg ustalone,
24,5 sa wolne. Nadajemy im wartosé 0.
Rozwiazanie nie spelnia ograniczen —3 «£
—4 (jak w wezle 3). Rozgaleziamy.

wezel 7: vy =23 =0ixy =24 =1 s3
ustalone, 5 jest wolna. Nadajemy jej war-
tosé 0. Rozwiazanie jest niedopuszczalne i
z = 1 < 4, a wiec nie ma sensu rozgateziaé.
wezel 8: jak dla wezta 6.
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wezel 9: v =23 =24=0x0 =25 =1
sa ustalone. Jest to jedyne rozwiazanie i
w dodatku niedopuszczalne. Nie rozgate-
ziamy.

quel 10: 1'1:1‘3:1‘4:.%'5:01'2:1
sa ustalone. Jest to jedyne rozwiazanie i
jest niedopuszczalne. Nie rozgateziamy.
wezel 4: 1 = x5 = 0 sg ustalone
T3, x4, x5 sa wolne. Ograniczenie

—3x1 —3x2 + 23 + 224 + 35 < —2
redukuje sie do
r3 + 224 + 325 < —2.
Nie istnieje 0-1 podstawienie do x3, x4, T5

spelniajace powyzsze ograniczenie. Nie
ma sensu rozgalteziac.

Rozpatrzylismy wszystkie wezty. Rozwia-
zaniem optymalnym jest x1 = x4 = x5 =
0, .%‘2:.1‘3:1. Z* = 4.

Podsumowanie

Nie rozgateziamy w wezle jezeli:

e kiedy zadanie PCL w wezle jest sprzeczne. Np. po podstawieniu zmien-
nych ustalonych do ograniczeni nie istnieje 0-1 podstawienie do zmien-
nych wolnych spelniajace ograniczenia.

e rozwigzanie binarne po podstawieniu pod zmienne wolne wartosci 0
jest dopuszczalne,
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e wartos$¢ funkcji celu jest nie wieksza od aktualnego dolnego ogranicze-
nia.

Uwagi na temat tresci wykladu

Tres¢ wykladu w catosci zostala przygotowana na podstawie ksiazki [1].
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