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Metoda podziatu i ograniczen
®000000000000000

Zagadnienie komiwojazera

Fakt 1
Cykl Hamiltona zawiera doktadnie jeden element z kazdego wiersza i
doktadnie jeden element z kazdej kolumny macierzy kosztow.
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Metoda podziatu i ograniczen
®000000000000000

Zagadnienie komiwojazera

Fakt 1
Cykl Hamiltona zawiera doktadnie jeden element z kazdego wiersza i

doktadnie jeden element z kazdej kolumny macierzy kosztow.

Fakt 2
Jesli odejmiemy statg od wszystkich elementow jakiego$ wiersza lub

jakiej$ kolumny macierzy kosztow, to koszt kazdego cyklu Hamiltona
zmniejszy sie doktadnie o te statg (wzgledny koszt wszystkich cykli
pozostanie taki sam).
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Metoda podziatu i ograniczen
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Zagadnienie komiwojazera

Fakt 3
Jezeli wielokrotnie zastosujemy fakt 2 az otrzymamy w kazdym wierszu i

kazdej kolumnie co najmniej jedno zero, a pozostate elementy macierzy
kosztow sg nieujemne, to catkowita suma odjetych statych jest dolnym
ograniczeniem dtugosci jakiegokolwiek cyklu Hamiltona.
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Metoda podziatu i ograniczen
O@00000000000000

Zagadnienie komiwojazera

Fakt 3
Jezeli wielokrotnie zastosujemy fakt 2 az otrzymamy w kazdym wierszu i

kazdej kolumnie co najmniej jedno zero, a pozostate elementy macierzy
kosztow sg nieujemne, to catkowita suma odjetych statych jest dolnym
ograniczeniem dtugosci jakiegokolwiek cyklu Hamiltona.

Zbidr rozwigzan bedziemy dzieli¢ na dwa podzbiory:
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Metoda podziatu i ograniczen
O@00000000000000

Zagadnienie komiwojazera

Fakt 3
Jezeli wielokrotnie zastosujemy fakt 2 az otrzymamy w kazdym wierszu i

kazdej kolumnie co najmniej jedno zero, a pozostate elementy macierzy
kosztow sg nieujemne, to catkowita suma odjetych statych jest dolnym
ograniczeniem dtugosci jakiegokolwiek cyklu Hamiltona.
Zbiér rozwigzan bedziemy dzieli¢ na dwa podzbiory:

e ztozony z rozwigzan zawierajgcych wyrézniony tuk,
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Metoda podziatu i ograniczen
O@00000000000000

Zagadnienie komiwojazera

Fakt 3
Jezeli wielokrotnie zastosujemy fakt 2 az otrzymamy w kazdym wierszu i

kazdej kolumnie co najmniej jedno zero, a pozostate elementy macierzy
kosztow sg nieujemne, to catkowita suma odjetych statych jest dolnym
ograniczeniem dtugosci jakiegokolwiek cyklu Hamiltona.

Zbiér rozwigzan bedziemy dzieli¢ na dwa podzbiory:
e zlozony z rozwigzan zawierajgcych wyrdzniony tuk,
e ztozony z rozwigzan nie zawierajgcych wyréznionego tuku.
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Zagadnienie komiwojazera

Rozwazmy przyktadowg macierz kosztow

co 3 93 13 33 9
4 oo 77 42 21 16
45 17 oo 36 16 28
39 90 80 oo 56 7
28 46 88 33 oo 25
3 88 18 46 92 oo

Odejmujemy 3, 4, 16, 7, 25 i 3 od elementdw kolejnych wierszy oraz 15 i
8 od elementéw kolumny trzeciej i czwartej.
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Unimodularno$é
000000000000

Zagadnienie komiwojazera
Zredukowana macierz ma postac:

oo 0
0 o

29 1
32 83

3 21
0 85

75
58

0.@)

58

2
30
12

00
0
35

30
17
0
49

©.¢)

89

9
12
12

0

0

©.¢)

Dolne ograniczenie na dtugos$¢ rozwigzan jest réwne 81.
Podziat zbioru rozwigzan dokonujemy za pomoca tuku (6, 3), poniewaz
ten wybdr powoduje najwiekszy wzrost dolnego ograniczenia w prawym

poddrzewie, czyli 48.
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Metoda podziatu i ograniczen
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z > 81

Ummodum nosc

Zagadnienie komiwojazera

wszystkie

rozwiazania

z* > 81

rozwigzania
z (6,3)

rozwigzania

> 81448 =129
bez (6,3) z=8l+

bez wiersza nr 6 i kolumny nr 3

oo

O

0 2 30
oo 30
1 12 0

17

9
12

o

@830049@

21

0 oo

0 27 2 30 9

oo 10 30 17 12

9 1 o 12 0 12
32 83 10 oo 49 O
3 21 0 0 oo O
0 8 oo 35 89 oo

Dzielimy zbiér w lewym poddrzewie za pomoca tuku (4, 6). Ten wybdr
powoduje wzrost dolnego ograniczenia w prawym poddrzewie o 32.
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Metoda podziatu i ograniczen
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Zagadnienie komiwojazera

rozwiazania
z (6, 3) z =81
bez wierszy nr04, 62I kOlLéf(‘;n nr3,6 o 0 2 30 9
o0 0 oo 30 17 12
(0) o« 30 @ 29 1 12 0 oo
29 1 o 0 0 51 o 17 o
3 21 0 o~ O

(3) 21 0 o

Dzielimy zbiér w lewym poddrzewie za pomoca tuku (2, 1). Wyb6r powoduje wzrost
dolnego ograniczenia w prawym poddrzewie o 17+3=20. Odejmujemy od wiersza 17,
od pierwszej kolumny 3. Zabraniamy przejScia przez tuk (3,4) (lewe poddrzewo), jesli

w rozwigzaniu sg (4,6) i (6, 3).



Metoda podziatu i ograniczen
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Zagadnienie komiwojazera

rozwiazania
z > 81
z (6,3) (4,6)
z > 81420 =101
rozwigzania z (6,3) rozwigzania z (6,3)
z>84
(4,6) (2,1) (4,6) bez (2,1)

bez wierszy nr 2, 4, 6 i kolumnnr 1, 3, 6

~ (2) 30
(0. ¢]

0 ~ 0 2 30

) 21 ] 0 o0 _ _ o oo 13 0
mozna polepszy¢ dolne ograniczenie 0 3 % 1 oo O
z>81+3=84 0 21 0 oo

o 0 28
0 o O
20 0 o
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Metoda podziatu i ograniczen Unimodularno$é

Zagadnienie komiwojazera

el T e |e>
2> 81 ;oz(zqu)ania Lo(::i?j:xg)a z (6,3) 2> 113
ST e oz 2101
2> 84 rozwiazania rozwiazania z (6,3) 2> 112
z (1,4) (4,6) (2,1) bez (1,4)

rozwigzanie (1,4,6,3,5,2,1)
koszt 104 z* < 104




Metoda podziatu i ograniczen
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Zagadnienie komiwojazera
Nalezy jeszcze rozpatrzy¢ rozwigzanie nie zawierajgce tuku (2,1).

rozwigzania z (6, 3)
>
(4,6) bez (2,1) z > 101
2> 103 |rozwiazania oz (6,3) rozwigzania  z (6, 3) 2> 127
(4,6) (3,1) bes (2,1) (4,6) bez (2,1) (5,1)
2> 104 rozwigzania  z (6, 3) rozwigzania  z (6, 3) 2> 114
(4,6) (5,1) (1,4) (4,6) (5,1)
bez (2,1) bez (2,1) (1,4)

rozwigzanie (1,4,6,3,2,5,1)
koszt 104 z* < 104
optimum

OtrzymaliSmy dwa rozwigzania optymalne o koszcie rownym 104.
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Zagadnienie plecakowe ZP

Sformutowanie zagadnienie w postaci PLC
C1X1 + R + Can — Max
przy ograniczeniach:

aixy +---+ anXn < b,
xie{0,1}dlai=1,...,n.

Zamy
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Metoda podziatu i ograniczen
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Zagadnienie plecakowe ZP

Rozwigzanie nastepujgcego problemu linowego programowania
(relaksaciji) dostarcza nam goérnego ograniczenia wartosci funkcji celu w
ZP.

C1X‘|+"'+Can—>maX (1)
przy ograniczeniach:

aixqy + -+ anpxn < b, @)

O<x<t1dai=1,...,n

Problem (1)- (2) mozna uzy¢ do konstrukcji algorytmu podziatu i
ograniczen.
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Metoda podziatu i ograniczen Ummoduh nosc

00000000000®e0000 . 00000000000C

Jak efektywnie rozwigzan relaksacje zp (problem Lp)?
e Uporzadkuj przedmioty w nierosnacym porzadku wzgledem
stosunkow Z, 2t > ... > 2.
e Wibz do plecaka przedmlot 0 najwiekszym stosunku. (najbardziej
atrakcyjny).
Powtarzaj proces dopdki plecak nie jest petny.
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Metoda podziatu i ograniczen Unimodularno$¢
00000000000 e0000 000000000000

Jak efektywnie rozwigzan relaksacje zp (problem Lp)?
e Uporzadkuj przedmioty w nierosnacym porzadku wzgledem
stosunkow Z, 2t > ... > 2.
e Wibz do plecaka przedmlot 0 najwiekszym stosunku. (najbardziej
atrakcyjny).
Powtarzaj proces dopdki plecak nie jest petny.
Otrzymujemy rozwigzanie

X1::XI’:17XI'+1 :...:ano,
dla ktérego
ayxi+---+axy <biaxy+---+a1X41>b.
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Metoda podziatu i ograniczen Unimodularno$¢
00000000000 e0000 000000000000

Jak efektywnie rozwigzan relaksacje zp (problem Lp)?
e Uporzadkuj przedmioty w nierosnacym porzadku wzgledem
stosunkow Z, 2t > ... > 2.
e Wibz do plecaka przedmlot 0 najwiekszym stosunku. (najbardziej
atrakcyjny).
Powtarzaj proces dopdki plecak nie jest petny.
Otrzymujemy rozwigzanie

X1::XI’:17XI'+1 :...:ano,
dla ktérego
ayxi+---+axy <biaxy+---+a1X41>b.

1
Xp=-=x=1,x; :a—ﬁ(b—a1—---—ar),x;k+2:---:xn:0 3)
r



Metoda podziatu i ograniczen Unimodularno$é
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Jak efektywnie rozwigzan relaksacje zp (problem Lp)?

Twierdzenie
Rozwigzanie (3) jest rozwigzanie optymalnym problem (1)- (2).

Zam
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Metoda podziatu i ograniczen Unimodularno$é
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Jak efektywnie rozwigzan relaksacje zp (problem Lp)?

Twierdzenie

Rozwigzanie (3) jest rozwigzanie optymalnym problem (1)- (2).
Dowdd.

Jest oczywiste, ze x* jest rozwigzaniem dopuszczalnym dla (1)- (2).
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Metoda podziatu i ograniczen
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Unimodularno$é

Jak efektywnie rozwigzan relaksacje zp (problem Lp)?

Twierdzenie

Rozwigzanie (3) jest rozwigzanie optymalnym problem (1)- (2).
Dowdd.

Jest oczywiste, ze x* jest rozwigzaniem dopuszczalnym dla (1)- (2).

Aby pokazaé x* jest rozwigzaniem optymalnym, wystarczy wyznaczyc¢
rozwigzanie dualne y*, dla ktérego

C1X1*_|_..._|_Cnx;§:b1yf—|-y5+"‘+}/;1k+1~

Zam
2
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Jak efektywnie rozwigzan relaksacje zp (problem Lp)?
Model dualny do (1)- (2) jest postaci:

biyi +y2+ -+ Ynp1 — min
aiyr+ys > ¢

any1 + Ynt1 2 Cn
Vo Yos1 =0,

Zam
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Metoda podziatu i ograniczen Unimodularno$¢
0000000000000 e00 000000000000

Jak efektywnie rozwigzan relaksacje zp (problem Lp)?
Model dualny do (1)- (2) jest postaci:
biyi +y2+ -+ Ynp1 — min
ayr + Y2 = C

any +Yn+1 Cn
ViveesYne1 > 0.
Rozwigzanie c
Yi= 2" Vk = Ck1 — @k 15,{+1 k=2,....,r+1,

ar+1 ’

Vi=0 k=r+2,...,n+1
jest dopuszczalne przy zatozeniu 2—1 >...>a
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0000000000000 e00 000000000000

Jak efektywnie rozwigzan relaksacje zp (problem Lp)?
Model dualny do (1)- (2) jest postaci:
biyi +y2+ -+ Ynp1 — min
ayr + Y2 = C

any1 +Yn+1 Cn
Yi.- o\ Yni1 > 0.
Rozwigzanie c
Vi =1 Vg = Ck—1 — ak- 1a'+‘ k=2,...,r+1,

ar+1 ’

Vi =0 k=r+2,...,n+1
jest dopuszczalne przy zatozeniu 2—1 > .- > 22 i spefnia
CiX{ +- -+ CnXp=b1yi + Yo+ +VYni1
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Metoda podziatu i ograniczen

Zagadnienie plecakowe ZP

5x1 + 3Xo + 6X3 + 6X4 + 2X5 — max
5X1 4+ 4x0 + 7Xx3 + 6X4 + 2X5 < 15,
xie{0,1}dlai=1,...,5.

4am
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Metoda podziatu i ograniczen Unimodularno$¢
0000000000000 0e0 000000000000

Zagadnienie plecakowe ZP

5x1 + 3Xo + 6X3 + 6X4 + 2X5 — max
5X1 4+ 4x0 + 7Xx3 + 6X4 + 2X5 < 15,
xie{0,1}dlai=1,...,5.

ranking
przedmiot c¢;/a; (1=najlepszy, 5=najgorszy)
1 1 1
2 0.75 5
3 0.86 4
4 1 1
5 1 1

Zamy
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Metoda podziatu i ograniczen Unimodularno$¢

0000000000000 0e0 O0O0000000000

Zagadnienie plecakowe ZP

5x1 + 3Xo + 6X3 + 6X4 + 2X5 — max
51 +4x0 + 7X5 + 6X4 + 2X5 < 15,
xie{0,1}dlai=1,...,5.

ranking
przedmiot c¢;/a; (1=najlepszy, 5=najgorszy)
1 1 1
2 0.75 5
3 0.86 4
4 1 1
5 1 1

Wktadamy do plecaka przedmioty 1,4, 5. Jezeli dotozymy 3, to nastapi przepetnienie.



Metoda podziatu i ograniczen
0000000000000 0e0

Zagadnienie plecakowe ZP

5x1 + 3Xo + 6X3 + 6X4 + 2X5 — max
51 +4x0 + 7X5 + 6X4 + 2X5 < 15,
xie{0,1}dlai=1,...,5.

ranking
przedmiot c¢;/a; (1=najlepszy, 5=najgorszy)
1 1 1
2 0.75 5
3 0.86 4
4 1 1
5 1 1
Wktadamy do plecaka przedmioty 1,4, 5. Jezeli dotozymy 3, to nastapi przepetnienie.
Zatem 5 5

x1:1,x2:O,x3:?,X4:1,x5:1,z:14?. )
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Metoda podziatu i ograniczen

Zagadnienie plecakowe ZP

|w1:z4:z5:1 w3:§|z:14§ |
x3 =0 zz3 =1
=z4=x5=1 =1lz=141 =z4=1 =2|z2=14
Tl = T4 = T = T2 = 5|2 = 3 xr3 = T4 = 1 = §F [ =
o =0 xo =1 x1 =0 1 =1
Ty =34 =5 = 1 |z=13||$1:m4212:1|z:14|
optimum
|13=Z4=z5=1|z=14||11=m3=1w4=%|z=14|
optimum
P rg =0 e =1
|z1:m3:z5:1 z22i|z_13%| |sprzer1ne|

€Y
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Metoda podziatu i ograniczen Unimodularnos¢
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Unimodularnosé¢
Problem PLC
max CTX

Ax=Db
X > 0 i catkowity
Problem LP
maxc’ X
Ax =D
x>0

Zamy
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Metoda podziatu i ograniczen Unimodularnos¢
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Unimodularnosé¢
Problem PLC
max CTX

Ax=Db
X > 0 i catkowity
Problem LP
maxc’ X
Ax =D
x>0

Zatézmy, ze A € Z™*", rank(A) = mib e Z™.



Metoda podziatu i ograniczen Unimodularnos¢
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Unimodularnos$¢

Problem PLC
max CTX
Ax=Db
X > 0 i catkowity
Problem LP
maxc’ X
Ax =D
x>0

Zatézmy, ze A € Z™*", rank(A) = mib e Z™.
¢ Kiedy problem PLC mozna rozwigzac rozwigzujgc zadanie LP?
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Metoda podziatu i ograniczen Unimodularnos¢
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Unimodularnos$¢

Problem PLC
max CTX
Ax=Db
X > 0 i catkowity
Problem LP
maxc’ X
Ax =D
x>0

Zatézmy, ze A € Z™*", rank(A) = mib e Z™.
¢ Kiedy problem PLC mozna rozwigzac rozwigzujgc zadanie LP?

¢ Kiedy rozwigzanie optymalne zadania LP ma wartosci
catkowitoliczbowe?
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Unimodularnos$¢

xB
Ax=b < [B,P] [XP] =b.
Rozwigzaniem bazowym jest
xB=B""b, xF =0,

gdzie B jest podmacierzg bazowg macierzy A.
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Metoda podziatu i ograniczen Unimodularnos¢
000000000000 0000 0e0000000000

Unimodularnos$¢

xB
Ax=b < [B,P] [XP] =b.
Rozwigzaniem bazowym jest
xB=B""b, xF =0,

gdzie B jest podmacierzg bazowg macierzy A.
Jezeli B~ jest macierzg catkowitoliczbowa, to x8 jest catkowitoliczbowe.



Unimodularnos¢
0e0000000000

Rozwigzaniem bazowym jest

xB=B"p, xP =0,
gdzie B jest podmacierzg bazowg macierzy A.
Jezeli B~ jest macierzg catkowitoliczbowa, to x8 jest catkowitoliczbowe.
Definicja
Mowimy, ze macierzy A jest unimodularna, jesli kazda jej podmacierz
bazowa B ma wyznacznik o wartosci +1 lub -1 (|det B| = 1).

Zam
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Unimodularnos$¢

Zauwazmy, ze B jest macierzq nieosobliwg catkowitoliczbowg

(A € Z™" rank(A) = m), wbwczas macierz dopetnien algebraicznych
BT jest ca’fkownollczbowa (B € Z™™m warto$ci wyznacznikéw sg
rowniez catkowitoliczbowe). Wiadomo, ze

1

B = wigB)"
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Unimodularnos$¢

Zauwazmy, ze B jest macierza nieosobliwg catkowitoliczbowg

(A € Z™" rank(A) = m), wbwczas macierz dopetnien algebraicznych
BT jest ca’fkownollczbowa (B € Z™™m warto$ci wyznacznikéw sg
rowniez catkowitoliczbowe). Wiadomo, ze

B = detB(B+)T

Zatem jezeli A jest unimodularna, to |det B| = 1 i w konsekwencji B~
jest macierzg catkowitoliczbowsa.
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Metoda podziatu i ograniczen Unimodularnos¢
000000000000 0000 000800000000

Unimodularnos$¢

Twierdzenie
Niech A € 7™ j rank(A) = m. Wtedy nastepujgce warunki sg
rownowazne

Zamy
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Unimodularnos$¢

Twierdzenie
Niech A € 7™ j rank(A) = m. Wtedy nastepujgce warunki sg
rownowazne

1. A jest unimodularna.



Unimodularnos¢
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Unimodularnos$¢

Twierdzenie
Niech A € 7™ j rank(A) = m. Wtedy nastepujgce warunki sg
rownowazne

1. A jest unimodularna.

2. Kazde rozwigzanie bazowe dopuszczalne uktadu Ax = b, x > 0, jest
catkowitoliczbowe dla dowolnego catkowitoliczbowego wektora
prawych stron b.

Zam
2



Unimodularnos¢
000800000000

Unimodularnos$¢

Twierdzenie
Niech A € 7™ j rank(A) = m. Wtedy nastepujgce warunki sg
rownowazne

1. A jest unimodularna.

2. Kazde rozwigzanie bazowe dopuszczalne uktadu Ax = b, x > 0, jest
catkowitoliczbowe dla dowolnego catkowitoliczbowego wektora
prawych stron b.

3. Kazda podmacierz bazowa B macierzy A ma macierz odwrotng B~
o elementach catkowitoliczbowych.

Zam
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Catkowita unimodularnosc¢

Definicja
Maowimy, Ze macierzy A jest catkowicie unimodularna, jesli kazda jej
podmacierz kwadratowa ma wyznacznik o wartosci 0 lub +1 lub -1.



Unimodularnos¢
0000e0000000

Catkowita unimodularnosc¢

Definicja
Maowimy, Ze macierzy A jest catkowicie unimodularna, jesli kazda jej
podmacierz kwadratowa ma wyznacznik o wartosci 0 lub +1 lub -1.

Poniewaz kazda podmacierz bazowa B macierzy catkowicie
unimodularnej A ma wyznacznik o wartosci -1 lub +1 (0 oznaczatoby
osobliwo$¢ macierzy B). Zatem nastepujacy fakt jest prawdziwy.
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Catkowita unimodularnosc¢

Definicja
Maowimy, Ze macierzy A jest catkowicie unimodularna, jesli kazda jej
podmacierz kwadratowa ma wyznacznik o wartosci 0 lub +1 lub -1.

Poniewaz kazda podmacierz bazowa B macierzy catkowicie
unimodularnej A ma wyznacznik o wartosci -1 lub +1 (0 oznaczatoby
osobliwo$¢ macierzy B). Zatem nastepujacy fakt jest prawdziwy.

Fakt

Kazda catkowicie unimodularna macierz A jest unimodularna.

Zam
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Catkowita unimodularnosc¢

Twierdzenie
Macierz A, ktorej elementy a; sg rowne 0,1, —1 dla wszystkich i i j, jest
catkowicie unimodularna jesli:

1. Kazda kolumna zawiera nie wiecej niz dwa elementy niezerowe.

2. Wiersze mozna rozbi¢ na dwa podzbiory Q; i Qo takie, ze

2.1 jesli kolumna zawiera dwa elementy niezerowe o takich samych znakach, to
wiersze odpowiadajgce tym elementom nalezg do réznych podzbiordéw,

2.2 jesli kolumna zawiera dwa elementy niezerowe o réznych znakach, to
odpowiadajgce im wiersze nalezg do tego samego podzbioru.

2

Zam



Unimodularnos¢
00000e000000

Catkowita unimodularnosc¢

Twierdzenie
Macierz A, ktorej elementy a; sg rowne 0,1, —1 dla wszystkich i i j, jest
catkowicie unimodularna jesli:

1. Kazda kolumna zawiera nie wiecej niz dwa elementy niezerowe.

2. Wiersze mozna rozbi¢ na dwa podzbiory Q; i Qo takie, ze

2.1 jesli kolumna zawiera dwa elementy niezerowe o takich samych znakach, to
wiersze odpowiadajgce tym elementom nalezg do réznych podzbiordéw,

2.2 jesli kolumna zawiera dwa elementy niezerowe o réznych znakach, to
odpowiadajgce im wiersze nalezg do tego samego podzbioru.

Whiosek
Macierz incydencji grafu skierowanego jest catkowicie unimodularna.
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Catkowita unimodularnosc¢

Twierdzenie
Macierz A, ktorej elementy a; sg rowne 0,1, —1 dla wszystkich i i j, jest
catkowicie unimodularna jesli:

1. Kazda kolumna zawiera nie wiecej niz dwa elementy niezerowe.

2. Wiersze mozna rozbi¢ na dwa podzbiory Q; i Qo takie, ze
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odpowiadajgce im wiersze nalezg do tego samego podzbioru.

Whiosek
Macierz incydencji grafu skierowanego jest catkowicie unimodularna.
Warunek 1 jest spetniony — kazda kolumna zawiera doktadnie -1, 1.
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Twierdzenie
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2.2 jesli kolumna zawiera dwa elementy niezerowe o réznych znakach, to
odpowiadajgce im wiersze nalezg do tego samego podzbioru.

Whiosek

Macierz incydencji grafu skierowanego jest catkowicie unimodularna.
Warunek 1 jest spetniony — kazda kolumna zawiera doktadnie -1, 1.
Warunek 2 jest spetniony Qy jest zbiorem wszystkich wierszy, Q. = 0.
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Wyznaczanie przeptywu o minimalnych koszcie

Rozwazmy problem przestania towaru przez sie¢, ze zbioru zrodet
(punktéw dostawy) V; do zbioru punktéw odbioru V». Dla kazdego i € V4
okreslony jest zapas towaru a;, dla kazdego i € V» znane jest
zapotrzebowanie na towar b;. Dany jest rbwniez koszt c; przestania
jednostki towaru przez tuk (i, j) oraz pojemno$¢ tuku dj.

Zadanie polega na wyznaczeniu przeptywu, ktérego sumaryczny koszt
jest minimalny.

Zam
2



Metoda podziatu i ograniczen Unimodularnos¢
000000000000 0000 0000000e0000

Wyznaczanie przeptywu o minimalnych koszcie

Danasiec G= (V,E), V= {1,..., m}. Rozbijamy V na V; (zrodta), V>
(punkty posrednie), V5 (punkty odbioru). Dla kazdego i € V definiujemy

S() =1l (.)) e EyiP>i)={jl(.i) < E}

min Z C,'/'X,'j
(ij)eE
< I € V1,
> Xj— 2 Xy =0 eV,
Jjes(i) JeP(i) < —b, i€ Vs,

0<x;<dj. (i.j) € E.

Macierz powyzszych ograniczen jest catkowicie unimodularna.
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Zadanie transportowe (z pojemnosciami)

Wystarczy przyja¢ Vo =0, P(i)=0dlaie Vi, S(i)=0dlaie V.

min Z C,'jX,'j
(if))eE

Z Xjj < aj, i e Vi,
jes(i)

Y Xi=bi, i€V,
JeP(i)

0< X’/ dll? (I7j) € E.
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Zadanie przydziatu o minimalnych koszcie

Wystarczy przyja¢ Vo =0, P(i)=0dlaiec Vi, S(i)y=0dlaie Vs.
Jest przypadek szczegblny zadania transportowego: d; = oo dla
(i,jye E,ai=1dlaiec Vi, bj=1dlaiec Vzoraz |Vi| = |V3].

min Z C,'/'X,'j
(i))eE

Z X,'j:1, i e V1,
jes(i)
JeP(i)

xj >0, (i,j))eE

Zam
2



Metoda podziatu i ograniczen Unimodularnos¢
000000000000 0000 000000000080

Zadanie najkrétszej sciezki

Wystarczy przyja¢ Vi = {1}, Va = {m}, a1 =1, bn=1,d; =1dla
(i.j) € E.

min Z Cij Xij
(i))eE

=1 =1,
ZX//-ZX/;{O iEVg,

jeSs(i) jeP(i) =—1 i=m

Y

Xijj = 0, (i,j) € E.
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Uwagi na temat tresci wyktadu

Tre$¢ wyktadu w catosci zostata przygotowana na podstawie ksigzek.

[@ Narsingh Deo, Janusz S. Kowalik, Maciej M. Systo.
Algorytmy optymalizacji dyskretnej z programami w jezyku PASCAL.
Wydawnictwa Naukowego PWN, 1999.

8 Robert S. Garfinkel, George L. Nemhauser.
Programowanie catkowitoliczbowe.
PWN, 1978.

[ Edward M. Reingold, Jurg Nievergelt, Narsingh Deo.
Algorytmy kombinatoryczne.
PWN, 1985.
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