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1 Metoda podziatu i ograniczen

Zagadnienie komiwojazera

Fakt 1. Cykl Hamiltona zawiera doktadnie jeden element z kazdego wiersza
1 doktadnie jeden element z kazdej kolumny macierzy kosztow.

Fakt 2. Jesli odeymiemy stalg od wszystkich elementow jakiegos wiersza lub
jakiejs kolumny macierzy kosztow, to koszt kazdego cyklu Hamiltona zmniej-
szy sie doktadnie o te statq (wzgledny koszt wszystkich cykli pozostanie taki
sam).

Fakt 3. Jezeli wielokrotnie zastosujemy fakt 2 az otrzymamy w kazdym wier-
szu 1 kazdej kolumnie co najmmniej jedno zero, a pozostate elementy macie-
rzy kosztow sg nieujemne, to catkowita suma odjetych statych jest dolnym
ograniczeniem dlugosci jakiegokolwiek cyklu Hamiltona.

Zbior rozwiazan bedziemy dzieli¢ na dwa podzbiory:
e zlozony z rozwigzan zawierajacych wyr6zniony tuk,
e zlozony z rozwiazan nie zawierajacych wyréznionego tuku.

Zilustrujmy algorytm podziatu i ograniczen dla problemu na przyktadzie.
Rozwazmy macierz kosztow

co 3 93 13 33 9
4 oo T7 42 21 16
45 17 oo 36 16 28
39 90 80 oo 56 7
28 46 88 33 oo 25
3 88 18 46 92 oo

Odejmujemy 3, 4, 16, 7, 25 i 3 od elementéw kolejnych wierszy oraz 151 8
od elementéw kolumny trzeciej i czwartej.
Zredukowana macierz ma postaé

co 0 75 2 30 9
0 oo 58 30 17 12
29 1 oo 12 0 12
32 83 58 oo 49 O

3 21 (48) 0 oo 0
0 85 35 89 oo
Dolne ograniczenie na dlugos¢ rozwigzan jest roéwne 81.
Podzial zbioru rozwiazan dokonujemy za pomoca tuku (6,3), poniewaz ten

wybdr powoduje najwickszy wzrost dolnego ograniczenia w prawym poddrze-
wie, czyly 48.
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wszystkie

rozwiazania

rozwigzania rozwigzania

> 81448 =129
2 (6,3) bez (6, 3) z=8l+

bez wiersza nr 6 i kolumny nr 3 co 0 27 2 30 9

oo 0 2 30 9 0 oo 10 30 17 12
Ooo301712 29 1 oo 12 0 12
1 12 0 o 32 83 10 oo 49 0
@830049@ 3 21 0 0 o0 0
29 0 oo O 0 8 oo 35 8 oo

Dzielimy zbiér w lewym poddrzewie za pomoca tuku (4, 6). Ten wybor po-
woduje wzrost dolnego ograniczenia w prawym poddrzewie o 32.

rozwiazania

z (6,3) z > 81
S 81 rozwigzania rozwigzania > 81432 =113
£z z (6,3) (4,6) 2z (6,3) bez (4,6) |7 =

bez wierszy nr 4, 6ikolumn nr 3, 6 o 0 2 30 9
oo 0 2 0 oo 30 17 12

oo30@ 29 1 12 0

00
0 51 o 17 o
@ 21 0 oo 3 21 0 o O

Dzielimy zbiér w lewym poddrzewie za pomoca tuku (2, 1). Wybér powoduje
wzrost dolnego ograniczenia w prawym poddrzewie o 17+3=20. Odejmuje-
my od wiersza 17, od pierwszej kolumny 3. Zabraniamy przejécia przez tuk
(3,4) (lewe poddrzewo), jesli w rozwiazaniu sa (4,6) i (6,3).

rozwigzania

> 81
2(6,3) (4,6) |~
2> 81+20=101
rozwigzania z (6,3) rozwigzania  z (6, 3)
z > 84
(4,6) (2,1) (4,6) bez (2,1)
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bez wierszy nr 2, 4, 6 i kolumn nr 1, 3, 6

o (2) 30
g? * 0 o 0 2 30
. A % oo 13 0
mozna polepszy¢ dolne ograniczenie o 3

>81+3=284 26 1 00 0
z28l+s= 0 21 0 oo

oo 0 28
0 o 0
20 0 o
wszystkie
. . z* > 81
rozwigzania
> rozwigzania rozwigzania S
=28L1 (6,3) bez (6,3) 22129
rozwiazania rozwigzania 2z (6, 3)
=281 6 bez (4,6) z 2113
rozwiazania rozwiazania 2 (6, 3)
228 o (4,6) bez (2,1) z > 101
rwiazani rwiazani 6,3)
2> 84 rozwiazania rozwigzania z ( N 2> 112
z z (1,4) (4,6) (2,1) bez (1,4) |

rozwiazanie (1,4,6,3,5,2,1)
koszt 104 z* < 104

Nalezy jeszcze rozpatrzy¢ rozwiazanie nie zawierajace tuku (2, 1).

rozwigzania z (6, 3)
>
(4,6) bez (2,1) z > 101
2> 103 |Mo#Wiazania 2 (6,3) rozwigzania  z (6, 3) 2> 127
4,6) (5,1) bes (2,1) (4,6) bex (2,1) (5,1)
2> 104 rozwigzania  z (6, 3) rozwigzania  z (6, 3) 2> 114
(4,6) (5,1) (1,4) (4,6) (5,1)
bez (2,1) bez (2,1) (1,4)

rozwiazanie (1,4,6,3,2,5,1)
koszt 104 z* < 104
optimum

Otrzymalismy dwa rozwigzania optymalne o koszcie réownym 104.



Eﬂ?ggéjz:kie ‘ % U_ni_a Europejska
Wiedza Edukacia Rozwé] Politechnika Wroctawska Europejski Fundusz Spoteczny

»Z4PR PWr — Zintegrowany Program Rozwoju Politechniki Wroctawskiej"

Metody Optymalizacji, wyktad nr 11 Pawel Zielinski

Zagadnienie plecakowe ZP

Sformutowanie zagadnienie w postaci PLC
c1x1 + -+ cpry — max
przy ograniczeniach:

a1 + -+ + apTy < b,
x; € {0,1}dlai=1,...,n.

Rozwigzanie nastepujacego problemu linowego programowania (relaksacji)
dostarcza nam gérnego ograniczenia wartosci funkcji celu w ZP.

c1x1 + -+ cpr, — max (1)
przy ograniczeniach:

a1x1 + -+ apTy < b, )
0<z;<ldlai=1,...,n.

Problem (1)- (2) mozna uzy¢ do konstrukeji algorytmu podziatu i ogra-
niczeni. Ponizej podamy algorytm kombinatoryczny rozwiazujacy efektywnie
ten problem.

Jak efektywnie rozwigzan relaksacje ZP (problem programowania
liniowego)?
e Uporzadkuj przedmioty w nierosnacym porzadku wzgledem stosun-
kow & ﬂ}...>%z_

a;’ ai

e W16z do plecaka przedmiot o najwiekszym stosunku. (najbardziej atrak-
cyjny).

Powtarzaj proces dopéki plecak nie jest pelny.
Otrzymujemy rozwiazanie
#1 = =g, =104 = =x, =0,
dla ktérego

a1+t axr, <biaxr+ -+ arp1Tr41 > b,

ri==a=lain = o (boa ) et = =2 =0 (3)
T

Twierdzenie 1. Rozwigzanie (3) jest rozwigzanie optymalnym problem (1)-

(2)-
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Dowdd. Jest oczywiste, ze &* jest rozwiazaniem dopuszczalnym dla (1)- (2).
Aby pokaza¢ x* jest rozwigzaniem optymalnym, wystarczy wyznaczy¢ roz-
wiazanie dualne y*, dla ktérego

ary + e, = byl Fys + o+ Y
Model dualny do (1)- (2) jest postaci:
biyi +y2 + -+ Yny1 — min
aiyr +y2 2> €1

Y1 + Yn+t1 2 Cn
Yty Yn+1 2 0.
Rozwiazanie
Cr41

* __
yl art1’

Yi=0k=r+2,...,n+1

Cra1
y;;:ck_l—ak_lﬁ k=2,...,r+1,

jest dopuszczalne przy zalozeniu & > ... > < i spehia
ay a
n

azi+ -4 enxy, =biyf +ys 4+ Fyngg.

2 Unimodularnosé

Problem PLC

max CTm

Az =b
z > 0 i catkowity

Problem LP

max CTm

Az =b
x>0

Zalozmy, ze A € Z™ ", rank(A) =m ibe Z™.
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Kiedy problem PLC mozna rozwigzaé rozwiazujac zadanie LP?

Kiedy rozwiazanie optymalne zadania LP ma wartosci catkowitoliczbo-
we?

(EB
Az =b < [B,P] 2P =b.
Rozwiazaniem bazowym jest
zB =B b, 2F =0,

gdzie B jest podmacierzg bazowa macierzy A.
Jezeli B~! jest macierzg catkowitoliczbowa, to B jest calkowi-
toliczbowe.

Definicja 1. Mdéwimy, ze macierzy A jest unimodularna, jesli kazda jej
podmacierz bazowa B ma wyznacznik o wartosci +1 lub -1 (|det B| =1).

Zauwazmy, ze B jest macierza nieosobliwg catkowitoliczbowa (A € Z™*™,
rank(A) = m), wowczas macierz dopelnient algebraicznych Bt jest catkowito-
liczbowa (B € Z™*™, wartosci wyznacznikow sa rowniez catkowitoliczbowe).
Wiadomo, ze

1
B—l - - B+ T'
det B( )
Zatem jezeli A jest unimodularna, to |det B| = 1 i w konsekwencji B~! jest
macierzg, catkowitoliczbows.

Twierdzenie 2. Niech A € Z™*"™ i rank(A) = m. Wtedy nastepujgce wa-
runki sq rownowazne

1. A jest unimodularna.

2. Kazde rozwigzanie bazowe dopuszczalne uktadu Az = b, £ >0, jest
catkowitoliczbowe dla dowolnego catkowitoliczbowego wektora prawych
stron b.

3. Kazda podmacierz bazowa B macierzy A ma macierz odwrotng B~ o
elementach catkowitoliczbowych.

Definicja 2. Mdéwimy, ze macierzy A jest catkowicie unimodularna, jesli
kazda jej podmacierz kwadratowa ma wyznacznik o wartosci 0 lub +1 lub -1.

Poniewaz kazda podmacierz bazowa B macierzy catkowicie unimodular-
nej A ma wyznacznik o wartosci -1 lub +1 (0 oznaczaloby osobliwo$¢ macie-
rzy B). Zatem nastepujacy fakt jest prawdziwy.

Fakt 4. Kazda catkowicie unimodularna macierz A jest unimodularng.
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Twierdzenie 3. Macierz A, ktorej elementy a;j sq rowne 0,1, —1 dla wszyst-
kich i 1 j, jest catkowicie unimodularna jesli:

1. Kazda kolumna zawiera nie wiecej niz dwa elementy niezerowe.
2. Wiersze mozna rozbi¢ na dwa podzbiory Q1 i Q2 takie, zZe

(a) jesli kolumna zawiera dwa elementy niezerowe o takich samych
znakach, to wiersze odpowiadajgce tym elementom nalezg do 1oz-
nych podzbiorow,

(b) jesli kolumna zawiera dwa elementy niezerowe o réznych znakach,
to odpowiadajgce im wiersze nalezq do tego samego podzbioru.

Whiosek 1. Macierz incydencyi grafu skierowanego jest catkowicie unimo-
dularna.

Warunek 1 jest spelniony — kazda kolumna zawiera doktadnie -1, 1.
Warunek 2 jest spelniony )y jest zbiorem wszystkich wierszy, Qo = ().

2.1 Wyznaczanie przeplywu o minimalnych koszcie

Rozwazmy problem przestania towaru przez sie¢, ze zbioru zrodet (punk-
tow dostaw) V; do zbioru punktéw odbioru V;. Dla kazdego ¢ € V; okreslony
jest zapas towaru a;, dla kazdego ¢ € Vo znane jest zapotrzebowanie na towar
b;. Dany jest rowniez koszt ¢;; przestania jednostki towaru przez tuk (i, j)
oraz pojemnos¢ tuku d;;.

Zadanie polega na wyznaczeniu przeptywu, ktérego sumaryczny koszt
jest minimalny.

Dana sie¢ G = (V, E), V = {1,...,m}. Rozbijamy V na V; (zrodta), Va
(punkty posrednie), V3 (punkty odbioru). Dla kazdego i € V' definiujemy

S@) =4 1GJ) e EYiPG)={j] ()€ E}

min Z CijLij

(i,J)eE
< a; 1€ Vla
Z‘TU_ Z{E]’Z’ =0 i € Vo,
jeS(i) JEP() < =b i€Vs,

0< Tij < dZJ (l,j) cF.

Macierz powyzszych ograniczen jest catkowicie unimodularna.
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2.1.1 Przypadki szczegolne
Zadanie transportowe (z pojemnosciami)

Wystarczy przyja¢ Vo =0, P(i) =0 dlai e Vq, S(i) =0 dla i € V.

min E CijTij

(3,5)EE

Z Tij < a;, 1€V,
JeS()

Z Zj; > b;, i € Vs,
JEP(i)

0<uxzy<dyj, (i,j) €E.

Zadanie przydzialu o minimalnych koszcie

Wystarczy przyja¢ Vo =0, P(i) =0 dlai e Vi, S(i) =0 dla i € V.
Jest przypadek szczegoélny zadania transportowego: di; = oo dla (i,7) € E,
a;=1dlaie Vi, b =1dlaie V3 oraz |Vi| = |V3].

min Z CijLij

(3,5)EE

Z Tij = 1, 1€V,
JES(0)

Y owi=1, i€V,
JEP(P)
ri; 20,  (i,)) € E.
Zadanie najkrotszej Sciezki

Wystarczy przyja¢ Vi = {1}, V3 = {m}, a1 =1, by, = 1, d;; = 1 dla

(i,5) € E.
min Z CijLij
(i,))eE
=1 =1,
Zl’ij—zxﬁ =0 1€ Vs,
FES(3) JEP(3) =—1 1=m,

Tij >0, (Z,j) e FE.

Uwagi na temat tresci wykladu

Tres¢ wykladu w catosci zostala przygotowana na podstawie ksiazek [1, 2, 3|
(rozdzial 1 na podstawie |1, 3|, natomiast rozdzial 2 na podstawie [2]).
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