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Relaksacja Lagrange’a

¢ Podejscie oparte na dekompozycji.
® tatwe ograniczenia.
* "Niewygodne ograniczenia”.

"Niewygodne ograniczenia” dodaje sie do funkgcji celu.
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Relaksacja Lagrange’a

¢ Podejscie oparte na dekompozycji.
* tatwe ograniczenia.
* "Niewygodne ograniczenia”.

"Niewygodne ograniczenia” dodaje sie do funkgcji celu.

e Otrzymanie dolnego ograniczenia na optymalng wartos¢ funkcji celu
problemu minimalizacyjnego.
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Relaksacja Lagrange’a

¢ Podejscie oparte na dekompozycji.
* tatwe ograniczenia.
* "Niewygodne ograniczenia”.

"Niewygodne ograniczenia” dodaje sie do funkgcji celu.

e Otrzymanie dolnego ograniczenia na optymalng wartos¢ funkcji celu
problemu minimalizacyjnego.

e W wielu przypadkach dolne ograniczenie jest bliskie wartosci
rozwigzania optymalnego.
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Problem najkrétszej Sciezki z ograniczeniem czasowym
(Constrained Shortest Path) CSP

Dana jest sie¢ G = (V, A) oraz dwa wyrdznione wierzchotki si t. Z
kazdym tukiem sieci (/, j) € A zwigzane sg dwa atrybuty koszt ¢; i czas
przejazdu ;.

Chcemy znalez¢ najtanszg Sciezke od s do t, ktérej czas przejazdu nie
przekracza zadanego T.
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Model CSP

Z*¥ = min Z C,'ijj

1
> Xj— 2 Xi=q 1
jes(i) jeP(i) 0
> Xy <
(i)eA

(if)eA
i =8,
i =t,

w przeciwnym przypadku,

< T Niewygodne ograniczenie,

xj € {0,1} (i,j) € A.

Zamy
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CSP - przyktad

Rozwazmy przyktad CSP, w ktérym nalezy znalez¢ najtanszg $ciezke od
wierzchotka 1 do 6, ktérej czas przejazdu nie przekracza 10.

‘ (cijrtiz) a
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CSP - przyktad...

¢ Problem najkrotszej Sciezki jest wielomianowo rozwigzywalny
(tatwy).

e Problem najkrotszej Sciezki z ograniczeniem czasowym jest
NP-trudny.
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CSP - przyktad...

e Problem najkrétszej Sciezki jest wielomianowo rozwigzywalny
(tatwy).
e Problem najkrotszej Sciezki z ograniczeniem czasowym jest
NP-trudny.
Moéwimy, ze problem optymalizacyjny P’ jest relaksacja problemu
optymalizacyjnego P, jezeli P’ powstaje z P przez eliminacje jednego
lub wiecej ograniczen.

Zam
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Pierwsze podejscie do CSP — odrzucenie ograniczenia

Rozwigzac¢ problem CSP bez "niewygodnego ograniczenia”.

min Z C,'jX,'j
(i))eA

1 i=s,
> xj— > xi=4 -1 i=t

jes(i JeP(i) 0  w przeciwnym przypadku,
xj€{0,1} (i) €A

Jezeli rozwigzanie spetnia ograniczenie czasowe, wdwczas jest on
rozwigzaniem optymalnym problemu CSP.

Zam
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Pierwsze podejscie do CSP — odrzucenie ograniczenia

Otrzymana najkrétsza Sciezka
ma diugo$¢ 3 i czas przejaz-
du rowny 18 — nie jest roz-
wigzanie dopuszczalnym CSP.
Jej diugos¢ jest dolnym ogra-
niczeniem na dtugos¢ optymal-
nej Sciezki dla CSP.

Zam
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Drugie podej$cie do CSP — wprowadzenie kar

. (cij + ptij) ‘

=1 . Koszt optymalnej Sciez-
ki dla zmodyfikowanych wag
jest 5, a czas przejazdu jest
rowny 15. Zatem Sciezka jest
niedopuszczalna.

Przyktady

Zam
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Drugie podej$cie do CSP — wprowadzenie kar

Po zwiekszeniu p, i = 2 otrzymujemy dwie Sciezki, ktorych
zmodyfikowany koszt, 3= yep(Cj + tj), jest 35.

1. 1—-2—5—6 ma czas przejazdu 15 (niedopuszczalna dla CSP).

2. 1—-3—-2—-5—-6maczas przejazdu 10 jest dopuszczalna dla CSP
oraz jest rozwigzaniem optymalnym dla CSP.

Zam
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Analiza parametryczna

pol Do (cp+pty) | >0 e >t > (Cj+pty)
(i))ep (if)ep (i))ep (if)ep
—ui0
0 3 3 18 3
1 20 5 15 10
2 35 5 15 15
3 45 15 10 15
4 55 15 10 15
5 64 24 8 14
6 72 24 8 12
7 80 24 8 10
8 88 24 8 8
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Zasada ograniczania

Oznaczmy przez ¢, = > (; )cp Cj koszt Sciezki p oraz przez
th = (i j)ep tj C2as przejazdu przez sciezke p. Dla ustalonego 4 i $ciezki
p zmodyfikowany koszt jest réwny

Co(p) = D (Cj+ pty) = Cp + ptp.
(i)ep

Wtasnosé (Zasada ograniczania (bounding principle))

Niech ;. > 0 i niech p* bedzie najtanszg sciezkg w sieci ze
zmodyfikowanymi kosztami c; + jutj, wowczas Cp- (/1) — (1T jest dolnym
ograniczeniem dfugosc sciezki CSP.
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Zasada ograniczania

Dowdd.
Sciezka p* jest najtansza,
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Zasada ograniczania

Dowdd.
Sciezka p* jest najtansza, zatem

Co- (1) < ¢p + plp dla dowolnej Sciezki p
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Zasada ograniczania
Dowdd.
Sciezka p* jest najtansza, zatem
Co- (1) < Cp + utp dla dowolnej Sciezki p

w szczegolnosci sciezki CSP p’ (t; < T).
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Zasada ograniczania
Dowdd.
Sciezka p* jest najtansza, zatem
Co- (1) < Cp + utp dla dowolnej Sciezki p
w szczegolnosci sciezki CSP p’ (t; < T).

Cor (1) < Cy +uly < Cy +uT
CP*(M) - MT < Cp"
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W kierunku relaksacji Lagrange’a

Z'=min Y CjXj
(ij)eA
1 i=s,
Sjesty Xi — Xjepiy Xi =y —1 =1,
0  w przeciwnym przypadku,
X(ijeatiXy < T
xj€{0,1} (i,j) € A
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W kierunku relaksacji Lagrange’a

Z'=min Y CjXj
(ij)eA
1 i=s,
Sjesty Xi — Xjepiy Xi =y —1 =1,
0  w przeciwnym przypadku,
X(ijeAliXy < T
xj€{0,1} (i,j) € A

Dla kazdego 1 > 0 zastepujemy funkcje celu CSP przez

Z(p) =min > cpxj+pu( > tpxg—T)= > (Cj+ pty)Xy— pT.
(if)eA (i.f)eA (i.j)eA

Zamy
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Zastosowanie relaksacji Lagrange’a do CSP
L(u) =min Y (cj+ uty)xj — pT
(i,))eA
1 i=s,

YjesiyXi — 2jepiy Xi =9 —1 =t
0  w przeciwnym przypadku,
xj € {0,1} (i,)) € A.

Zamy
€7



Relaksacja Lagrange’a Przyktady
0000000000000 e0000000 000000000

Zastosowanie relaksacji Lagrange’a do CSP

L(u) =min Y (cj+ uty)xj — pT
(i,))eA

1 i=s,
jesiy Xi — Zjeppy Xi =4 —1 i=t,
0  w przeciwnym przypadku,
xj € {0,1} (i.j) € A.
Twierdzenie
Niech p* bedzie najtaniszg sciezkg w sieci ze zmodyfikowanymi kosztami
Cj + utj, dla ktorej
Cp*(,u) = Cp~ + IUTv
to p* jest optymalna.
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Zastosowanie relaksacji Lagrange’a do CSP

L(u) =min Y (cj+ uty)xj — pT
(i,))eA

1 I: S7
Z/'eS(i) Xij — ZjeP(i) Xi=4¢ —1 i=t,
0  w przeciwnym przypadku,
x; € {0,1} (i,)) € A,
Twierdzenie

Niech p* bedzie najtaniszg sciezkg w sieci ze zmodyfikowanymi kosztami
Cj + utj, dla ktorej

to p* jest optymalna.

Dowdd.
Cor () —pT = L(p) < 2" < Cpr = Cp- () — uT. &
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Ograniczenia rownosciowe

Z*=minc’x

Ax =b (1)
xeX

L(u) = mine"x + u'"(Ax — b)
xeX )

Wtasnosé (Zasada ograniczania (bounding principle))

Dla dowolnego wektora (mnoznikdw) pu, wartosc L(u) jest dolnym
ograniczeniem optymalnej wartosci funkcji celu z* problemu (1).

Zamy
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Zasada ograniczania (bounding principle)

Dowdd.
Rozwigzanie dopuszczalne (1) spetnia Ax = b.

Zam
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Zasada ograniczania (bounding principle)

Dowdd.
Rozwigzanie dopuszczalne (1) spetnia Ax = b.

Zatem dla dowolnego u

Zz* =min{c"x | Ax =b,x ¢ X} = min{c"x + u"(Ax — b) | Ax = b,x € X}

Zamy
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Zasada ograniczania (bounding principle)

Dowdd.
Rozwigzanie dopuszczalne (1) spetnia Ax = b.
Zatem dla dowolnego u

Zz* =min{c"x | Ax =b,x ¢ X} = min{c"x + u"(Ax — b) | Ax = b,x € X}

Usuwajac Ax = b nie zwiekszymy funkcji celu,
z* > min{c"x +u"(Ax — b) | x € X} = L(u). O

Zam
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Problem mnoznikéw Lagrange’a
Dla dowolnego g, L(u) jest dolnym ograniczeniem na wartos¢ funkcji
celu problemu (1). Aby otrzymaé najlepsze dolne ograniczenie (im
wyzsze tym lepsze) musimy rozwigzac¢ Problem mnoznikéw Lagrange’a

L = max L(p).

Zam
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Problem mnoznikéw Lagrange’a
Dla dowolnego g, L(u) jest dolnym ograniczeniem na wartos¢ funkcji
celu problemu (1). Aby otrzymaé najlepsze dolne ograniczenie (im
wyzsze tym lepsze) musimy rozwigzac¢ Problem mnoznikéw Lagrange’a

L = max L(p).

Z zasady ograniczania mamy
L < z".

Zam
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Problem mnoznikéw Lagrange’a
Dla dowolnego g, L(u) jest dolnym ograniczeniem na wartos¢ funkcji
celu problemu (1). Aby otrzymaé najlepsze dolne ograniczenie (im
wyzsze tym lepsze) musimy rozwigzac¢ Problem mnoznikéw Lagrange’a

L= max L(p).

Z zasady ograniczania mamy
L <z,
Dla dowolnego wyboru u i dowolnego rozwigzania dopuszczalnego x

dostajemy
Lp)< L*<z-<clx.

Zam
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Problem mnoznikéw Lagrange’a
Dla dowolnego g, L(u) jest dolnym ograniczeniem na wartos¢ funkcji
celu problemu (1). Aby otrzymaé najlepsze dolne ograniczenie (im
wyzsze tym lepsze) musimy rozwigzac¢ Problem mnoznikéw Lagrange’a

L= max L(p).
Z zasady ograniczania mamy
L <z,
Dla dowolnego wyboru u i dowolnego rozwigzania dopuszczalnego x

dostajemy
Lp)< L*<z-<clx.

Powyzszy warunek pozwala ocenic jakos¢ rozwigzania

dopuszczalnego.
(€7x — L(w))/L(p).

Zam
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Test optymalnosci
Wtasnosé (Test optymalnosci)

e Niech u bedzie wektorem mnoznikow, a x bedzie rozwigzaniem
dopuszczalnym problemu (1) spetniajgcym L(p) = ¢"x. Wtedy L(u)
jest optymalng wartoscig funkcji celu problemu mnoznikdéw
Lagrange’a (L(p) = L*) oraz x jest rozwigzaniem optymalnym
problemu (1).

Zam
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Test optymalnosci

Wtasnosé (Test optymalnosci)

e Niech u bedzie wektorem mnoznikow, a x bedzie rozwigzaniem
dopuszczalnym problemu (1) spetniajgcym L(p) = ¢"x. Wtedy L(u)
jest optymalng wartoscig funkcji celu problemu mnoznikdéw
Lagrange’a (L(p) = L*) oraz x jest rozwigzaniem optymalnym
problemu (1).

e Dla pewnego u rozwigzanie x* problemu (2) (relaksacja Lagrange’a)
jest rozwigzaniem dopuszczalnym problemu (1), wtedy x* jest
rozwigzaniem optymalnym problemu (1) i u jest rozwigzaniem
optymalnym problemu mnoznikow Lagrange’a.

Zam
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Ograniczenia nieréwnosciowe

Z* =minc’x
Ax < b
X eX
L(n) = minc"x + pu"(Ax — b)
xeX

W tym przypadku Problem mnoznikéw Lagrange’a ma postac

L= ng L(p).

Przyktady
000000000

Zam
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Test optymalnosci

Moze jednak sie zdazyé, ze drugi warunek testu optymalnosci nie
bedzie spetniony (x* optymalny dla (4), dopuszczalny dla (3), nie
optymalny dla (3)).

Rozwigzanie musi spetnia¢ warunek komplementarnosci

n’(Ax — b) = 0.

Zam
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Podsumowanie

e Kazda warto$¢ L(u) jest dolnym ograniczeniem optymalnej wartosci
funkciji celu z*.

e [* jest najlepszym dolnym ograniczeniem.

e JezeliL(p) =c'x,to L* =z =c'x.

e [*jest uzytecznym w heurystykach i w metodzie podziatu i
ograniczen.



Przyktady
000000000

Uogdblnione zagadnienie przydziatu (Generalized
assignment problem)

Problem polega na przydziale |/| "obiektéw” do |J| "pudetek”.
Przydzielamy obiekt doktadnie do jednego pudetka. Jezeli
przydzielili§my obiekt /i do pudelka j wowczas obiekt i zuzywa aj
jednostek danego "zasobu” w tym pudelku oraz koszt przydziatu rowny
jest cj. Laczna wielkos¢ dostepnego zasobu pudetka j jest rowna d.
Szukamy dopuszczalnego przydziatu, ktdérego taczny koszt jest

minimalny.

Zam
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Uogdblnione zagadnienie przydziatu (Generalized
assignment problem)

Problem polega na przydziale |/| "obiektéw” do |J| "pudetek”.
Przydzielamy obiekt doktadnie do jednego pudetka. Jezeli
przydzielili§my obiekt /i do pudelka j wowczas obiekt i zuzywa aj
jednostek danego "zasobu” w tym pudelku oraz koszt przydziatu rowny
jest cj. Laczna wielkos¢ dostepnego zasobu pudetka j jest rowna d.
Szukamy dopuszczalnego przydziatu, ktdérego taczny koszt jest
minimalny.

PRzYKLAD Szeregowanie zadan — obiektami sg zadania, pudetkami sg
maszyny; a; jest czasem wykonania zadania / na maszynie j, a d; jest
tacznym czasem dostepnosci maszyny j.

Zam
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Uogdlnione zagadnienie przydziatu

minZZC,-jX,-j
iel jed
Y xj=1daiel (5)
jed
Y ajxj< ddlajed (6)
iel
xj€{0,1} ieljed. (7)

xj = 1 jezeli przydzielamy obiekt / do pudelka j; x; = 0 w przeciwnym
przypadku.

Zamy
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Uogodlnione zagadnienie przydziatu

minZZC,-jX,-j
iel jed
Y xj=1daiel (5)
jed
Y ajxj< ddlajed (6)
iel
xj€4{0,1} ieljed. (7)

xj = 1 jezeli przydzielamy obiekt / do pudelka j; x; = 0 w przeciwnym
przypadku.
Mozliwe sg dwie relaksacje:

e Dodajemy do funkcji celu ograniczenie (5).

e Dodajemy do funkcji celu ograniczenie (6).

Zam
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Uogdlnione zagadnienie przydziatu
Dodajemy do funkcji celu ograniczenie (5)

L(p) = min > > (cj+ pi)Xg — > pui

iel jed iel

Y apxj< ddlajed
i€l

xj€{0,1} ieljed.

po= (1, )

Zam
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Uogdlnione zagadnienie przydziatu
Dodajemy do funkcji celu ograniczenie (5)

L(p) =min > > (cj+ pi)Xj — > i

iel jed iel

Y apxj< ddlajed
iel

xj€{0,1} ieljed.

o= (1,5 )

Rozwigzanie powyzszego zadania dla ustalonego p sprowadza sie do
rozwigzania |J| niezaleznych zagadnien plecakowych.

Zamy
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Uogdlnione zagadnienie przydziatu
Dodajemy do funkcji celu ograniczenie (6)

L(p) =min_ > (cj+ pagXxj — >_ nid
ied jel ied

Y xj=1dlaiel
jed

xj€{0,1} ieljed.
o=, )

Zam
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Uogdlnione zagadnienie przydziatu
Dodajemy do funkcji celu ograniczenie (6)

L(p) =min>_ > (Cj + raj)Xy — >_ 10

ied jel ied
Y xj=1dlaiel
jed
xj€{0,1} ieljed.
=1, 1)
Co sprowadza sie do rozwigzanie, dla ustalonego u > 0, |/|
niezaleznych tatwych problemow, i € |/,

min > ((cj + yaj)Xj

ied
ZX,']‘ =1

jed

Zamy
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Problem lokalizacji (Facility location problem)
e | zbiér odbiorcow (klientdéw),

Zam
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Problem lokalizacji (Facility location problem)

e | zbior odbiorcéw (klientdw),

e J zbidr potencjalnych lokalizacji dostawcow (np. hurtowni), z ktérych
zaopatruje sie odbiorcéw,

Zamy
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Problem lokalizacji (Facility location problem)

e | zbior odbiorcéw (klientdw),

e J zbidr potencjalnych lokalizacji dostawcow (np. hurtowni), z ktérych
zaopatruje sie odbiorcéw,

* y; = 1 jezeli lokalizacja dostawcy jest w miejscu j, 0 w przeciwnym
przypadku,

Zam
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Problem lokalizacji (Facility location problem)

e | zbiér odbiorcow (klientow),

e J zbidr potencjalnych lokalizacji dostawcdw (np. hurtowni), z ktérych
zaopatruje sie odbiorcéw,

* y; = 1 jezeli lokalizacja dostawcy jest w miejscu j, 0 w przeciwnym
przypadku,

e warto$¢ zmiennej 0 < x; < 1 oznacza utamek (procent)
zapotrzebowania odbiorcy i/ pokrywany przez dostawce w miejscu j,
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Problem lokalizacji (Facility location problem)

e | zbiér odbiorcow (klientow),

e J zbidr potencjalnych lokalizacji dostawcdw (np. hurtowni), z ktérych
zaopatruje sie odbiorcéw,

* y; = 1 jezeli lokalizacja dostawcy jest w miejscu j, 0 w przeciwnym
przypadku,

e warto$¢ zmiennej 0 < x; < 1 oznacza utamek (procent)
zapotrzebowania odbiorcy i/ pokrywany przez dostawce w miejscu j,

e (; jest zapotrzebowaniem odbiorcy /,
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Problem lokalizacji (Facility location problem)

e | zbiér odbiorcow (klientow),

e J zbidr potencjalnych lokalizacji dostawcdw (np. hurtowni), z ktérych
zaopatruje sie odbiorcéw,

* y; = 1 jezeli lokalizacja dostawcy jest w miejscu j, 0 w przeciwnym
przypadku,

e wartos¢ zmiennej 0 < x; < 1 oznacza utamek (procent)
zapotrzebowania odbiorcy i/ pokrywany przez dostawce w miejscu j,

e (; jest zapotrzebowaniem odbiorcy /,

* ¢; sg kosztami transportu migedzy dostawcg zlokalizowanym w j, a
odbiorca i,

Zam
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Problem lokalizacji (Facility location problem)

e | zbiér odbiorcéw (klientdéw),

e J zbidr potencjalnych lokalizacji dostawcdw (np. hurtowni), z ktérych
zaopatruje sie odbiorcéw,

* y; =1 jezeli lokalizacja dostawcy jest w miejscu j, 0 w przeciwnym
przypadku,

e wartos¢ zmiennej 0 < x; < 1 oznacza utamek (procent)
zapotrzebowania odbiorcy i/ pokrywany przez dostawce w miejscu j,

e (; jest zapotrzebowaniem odbiorcy /,

* ¢; sg kosztami transportu migedzy dostawcg zlokalizowanym w j, a
odbiorca i,

* F; jest stalym kosztem lokalizacji dostawcy (np. kosztem otwarcia,
wynajecia) w miejscu J,
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Problem lokalizacji (Facility location problem)

e | zbiér odbiorcéw (klientdéw),

e J zbidr potencjalnych lokalizacji dostawcdw (np. hurtowni), z ktérych
zaopatruje sie odbiorcéw,

* y; =1 jezeli lokalizacja dostawcy jest w miejscu j, 0 w przeciwnym
przypadku,

e wartos¢ zmiennej 0 < x; < 1 oznacza utamek (procent)
zapotrzebowania odbiorcy i/ pokrywany przez dostawce w miejscu j,

e (; jest zapotrzebowaniem odbiorcy /,

* ¢; sg kosztami transportu migedzy dostawcg zlokalizowanym w j, a
odbiorca i,

* F; jest stalym kosztem lokalizacji dostawcy (np. kosztem otwarcia,
wynajecia) w miejscu J,

* K; jest podazg dostawcy w miejscu j.
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Problem lokalizaciji

Model dla problemu jest nastepujacy

min > CiXj+ > Fyj

iel jed jed

d xj=1daiel
jed

d dixj < KydlajedJ

iel

O0<x;<1dlaicldajed
yje{0,1}dlajeJ

Przyktady
00000@000
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Problem lokalizaciji

Dodajemy do funkcji celu ograniczenie (8)

L(w) = min D> (0y + g+ D Fiyp =

iel jed jed icl
> dixj < KydlajedJ
iel

O0<xj<1dlaicldlajed
yje{0,1}dlajedJ
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Problem lokalizaciji

Dodajemy do funkcji celu ograniczenie (8)

Ly = min3 3 (o + )+ 3 Fisy =3

iel jed jed icl
> dixj < KydlajedJ
iel

O0<xj<1dlaic/dajedJ
yje{0,1}dlajedJ

Co sprowadza sie do rozwigzanie, dla ustalonego p, |J| niezaleznych podprobleméw
(sktadajacy sie z dwoch podproblemow LP), j € J,

miny > (cj+ m)xj+ Y Fiyy
iel jed jed

> dixj < Ky
i€l &
O<x;<1dlaiel



Relaksacja Lagrange’a

Przyktady
0000000000000 00000000 000000080

Problem lokalizaciji

Dodajemy do funkcji celu ograniczenie (9)
L(p) = min )y > (cj+ dipp)xy + > _(Fj — 1K)y
iel jed jed
d xj=1dlaicl
jed
O<xj<1tdlaicl/dajedJ
yje{0,1}dlajeJ
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Problem lokalizaciji

Dodajemy do funkcji celu ograniczenie (9)
L(p) = min > "> (¢ + di))xj + > _(F; = 1K)y,
il jed jed
d xj=1dlaicl
jed
O<xj<1tdlaicl/dajedJ
yje{0,1}dlajeJ
Rozwigzujemy problem dla ustalonego . > 0. y; = 1 jezeli F; — ;;K; < 0; 0 w
przeciwnym przypadku.
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Problem lokalizaciji

Dodajemy do funkcji celu ograniczenie (9)
L(p) = min > "> (¢ + di))xj + > _(F; = 1K)y,
il jed jed
d xj=1dlaicl
jed
O<xj<1tdlaicl/dajedJ
yje{0,1}dlajeJ
Rozwigzujemy problem dla ustalonego . > 0. y; = 1 jezeli F; — ;;K; < 0; 0 w
przeciwnym przypadku. Po ustaleniu y;, dla kazdego / € / rozwigzujemy nastepujgcy
tatwy problem (dla j € J ustalamy x; = 1)

minZZ(C/j + dipy) X

iel jed
> xp=1, 0<x;<1dajed
jed
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Uwagi na temat tresci wyktadu

Tres¢ wyktadu w catosci zostata przygotowana na podstawie ksigzki:

[ Ravindra K. Ahuja, Thomas L. Magnanti, James B. Orlin.
Network Flows: theory, algorithms, and applications.
Prentice Hall, Englewood Cliffs, New Jersey, 1993.
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