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Metody Optymalizacji, wyktad nr 12 Pawel Zielinski

1 Relaksacja Lagrange’a
e Podejscie oparte na dekompozycji.

— Latwe ograniczenia.

— "Niewygodne ograniczenia’.
"Niewygodne ograniczenia” dodaje sie do funkcji celu.

e Otrzymanie dolnego ograniczenia na optymalnag wartos¢ funkcji celu
problemu minimalizacyjnego.

o W wielu przypadkach dolne ograniczenie jest bliskie wartosci rozwig-
zania optymalnego.

Problem najkrotszej Sciezki z ograniczeniem czasowym (Constra-
ined Shortest Path) CSP

Dana jest sie¢ G = (V, A) oraz dwa wyroznione wierzchotki s i ¢. Z
kazdym tukiem sieci (i,j) € A zwiazane sa dwa atrybuty koszt ¢;; i czas
przejazdu t;;.

Chcemy znalezé najtanszg $ciezke od s do t, ktorej czas przejazdu nie prze-
kracza zadanego T.

Model CSP
z¥ = min Z CijTij
(i,j)€A
1 1=,
Zmij— Zd?ji: -1 i:t,
FE€S(3) JEP(1) 0  w przeciwnym przypadku,
Z t;;x;5 < T Niewygodne ograniczenie,
(ijeA

Nalezy znalez¢ najtansza Sciezke od wierzchotka 1 do 6, ktorej czas prze-
jazdu nie przekracza 10.
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(cij» tij)

e Problem najkrotszej Sciezki jest wielomianowo rozwiazywalny (latwy).
e Problem najkrotszej Sciezki z ograniczeniem czasowym jest N P-trudny.

Mowimy, ze problem optymalizacyjny P’ jest relaksacjg problemu optyma-
lizacyjnego P, jezeli P’ powstaje z P przez eliminacje jednego lub wiecej
ograniczen.

Pierwsze podejscie do CSP — odrzucenie ograniczenia

Rozwiazaé problem CSP bez "niewygodnego ograniczenia’.

min Z CijLij

(i,4)eA
1 1=35,
Zl‘ij— Z.%’ji: -1 izt,
JES(3) JEP(3) 0  w przeciwnym przypadku,

zij €{0,1} (i,)) € A.

Jezeli rozwiazanie spelnia ograniczenie czasowe, wowczas jest on rozwiaza-

niem optymalnym problemu CSP.
Otrzymana najkrotsza

$ciezka ma dtugosé 3 i czas
przejazdu rowny 18 — nie
jest rozwiazanie dopusz-
czalnym CSP. Jej dlugosé
jest dolnym ograniczeniem
na dlugos¢ optymalnej
Sciezki dla CSP.
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Drugie podejscie do CSP — wprowadzenie kar

(cij + ptij)

p = 1 . Koszt optymal-
nej Sciezki dla zmodyfiko-
wanych wag jest 5, a czas
przejazdu jest réowny 15.
Zatem $ciezka jest niedo-
puszczalna.

Po zwiekszeniu p, p = 2 otrzymujemy dwie $ciezki, ktorych zmodyfiko-
wany koszt, 0 iyep(cij + ptiz), jest 35.

1. 1 —2—5— 6 ma czas przejazdu 15 (niedopuszczalna dla CSP).

2. 1—-3—2—5—6 ma czas przejazdu 10 jest dopuszczalna dla CSP oraz
jest rozwigzaniem optymalnym dla CSP.

Analiza parametryczna

1| Xgep(Cis T Big) | Xiigyep Cii | g)ep tis | 2a(ij)ep(Cii T BLij)
—ul10
0 3 3 18 3
1 20 5 15 10
2 35 5 15 15
3 45 15 10 15
4 55 15 10 15
5 64 24 8 14
6 72 24 8 12
7 80 24 8 10
8 88 24 8 8

Oznaczmy przez ¢, = Z(i7 j)ep Cij Koszt Sciezki p oraz przez ¢, = Z(i’j)ep tij
czas przejazdu przez Sciezke p. Dla ustalonego p i $ciezki p zmodyfikowany
koszt jest réwny

Cp(;t) = Z (Cij + ,utij) = cp + ptp.
(4.5)€p
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Wilasnos$é 1 (Zasada ograniczania (bounding principle)). Niech p > 0 i
niech p* bedzie najtanszq sciezkq w sieci ze zmodyfikowanymi kosztami c;j +
ptij, wowcezas cp(p) — pI' jest dolnym ograniczeniem dtugosé Sciezki CSP.

Dowdd. Sciezka p* jest najtansza, zatem
cp+ (1) < ¢p + ptp, dla dowolnej Sciezki p
w szczegolnosci sciezki CSP p' (ty <T).

(1) < ey +uty <cy+pl.

W kierunku relaksacji Lagrange’a

Z* = min Z CijLij

(i.j)€A
1 i=s,
2jes() Tij — 2jep@) i = —1 i=t,

0  w przeciwnym przypadku,
> (ijeatitiy <T
zi; € 10,1} (4, j) € A.
Dla kazdego p > 0 zastepujemy funkcje celu CSP przez
Z(u) = min Z CijTi5 + ,u( Z tijxij — T)
(i,7)€A (ijeA
= > (cij +ptij)zij — uT.

(3,7)€A

Zastosowanie relaksacji Lagrange’a do CSP

L(p) =min Y (cij + ptij)zij — pT
(i,4)€A
1 1=,
2jes(i) Tij — Xjepw) Tii = —1 i=t,
0 w przeciwnym przypadku,
zij € {0,1} (i,5) € A.

Twierdzenie 1. Niech p* bedzie najtariszq Sciezkq w sieci ze zmodyfikowa-
nymi kosztami c;; + ptij, dla ktorej
cp (1) = cpr + pT', to p* jest optymalna.

Dowdd. cp+(p) — pT = L(p) < 2* < cpr = cp=(p) — puT. O

4
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Ograniczenia réwnosciowe

2* = minelz

Az =b (1)
reX

L(p) = mine’'z + p” (Az — b)
rzecX

(2)

Wtlasnosé 2 (Zasada ograniczania (bounding principle)). Dia dowolnego
wektora (mnoznikéw) p, warto$é L(p) jest dolnym ograniczeniem wartosci
funkceji celu z* problemu (1).

Dowdd. Rozwiazanie dopuszczalne (1) spelnia Az = b. Zatem dla dowolnego
n

2* =min{c'z | Az = b,z € X} = min{c’z + u’ (Ax —b) | Az = b,z € X}

Usuwajac Az = b nie zwickszymy funkcji celu, z* > min{c’z + u’ (Az —
b) |z € X} = L(w). O

Dla dowolnego p, L(p) jest dolnym ograniczeniem na wartosé¢ funkgji celu
problemu (1). Aby otrzymaé najlepsze dolne ograniczenie (im wyzsze tym
lepsze) musimy rozwigza¢ Problem mnoznikéw Lagrange’a

L* = max L(p).
m
7 wtasnosci 2 mamy
L* < 2"
Dla dowolnego wyboru g i dowolnego rozwigzania dopuszczalnego & dosta-
Jjemy
Lp) < L* < z* <clz.

Powyzszy warunek pozwala oceni¢ jako$é rozwigzania dopuszczalnego.

(c"z — L(w)/L(w)-

Wtiasnosé 3 (Test optymalnoscei).

o Niech p bedzie wektorem mnoznikow, a & bedzie rozwigzaniem dopusz-
czalnym, problemu (1) spetniajgcym L(p) = c¢'x. Wtedy L(w) jest opty-
malng wartosciq funkcji celu problemu mnoznikéw Lagrange’a (L(p) =
L*) oraz x jest rozwigzaniem optymalnym problemu (1).

e Dla pewnego p rozwigzanie £* problemu (2) (relaksacja Lagrange’a) jest
rozwigzaniem dopuszczalnym problemu (1), wtedy * jest rozwigzaniem
optymalnym problemu (1) i p jest rozwigzaniem optymalnym problemu
mnoznikow Lagrange’a.
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Ograniczenia nieré6wnosciowe

2* = minelz

Ax <b (3)
rxecX

L(p) = mine’'z + p”' (Az — b)
rzeX

W tym przypadku Problem mnoznikéw Lagrange’a ma postaé

L* = L(p).
e
Moze jednak sie zdazy¢, ze drugi warunek testu optymalnosci nie bedzie spet-
niony (x* optymalny dla (4), dopuszczalny dla (3), nie optymalny dla (3)).
Rozwiazanie musi spetnia¢ warunek komplementarno$ci

uT(Az —b) = 0.

Podsumowanie

e Kazda wartos¢ L(p) jest dolnym ograniczeniem optymalnej wartosci
funkcji celu z*.

e L* jest najlepszym dolnym ograniczeniem.

o Jezeli L(p) =Tz, to L* = 2* =clx.

e L* jest uzytecznym w heurystykach i w metodzie podziatu i ograniczeni.

2 Przyklady

Uogo6lnione zagadnienie przydzialu (Generalized assignment pro-
blem)

Problem polega na przydziale |I| "obiektow” do |J| "pudetek”. Przydzie-
lamy obiekt dokladnie do jednego pudetka. Jezeli przydzielilismy obiekt ¢
do pudelka j woéwczas obiekt ¢ zuzywa a;; jednostek danego "zasobu” w tym
pudelku oraz koszt przydziatu rowny jest c;;. Laczna wielkos¢ dostepnego za-
sobu pudetka j jest réwna d;. Szukamy dopuszczalnego przydziatu, ktérego
taczny koszt jest minimalny.

PRZYKEAD Szeregowanie zadari — obiektami sa zadania, pudetkami sg
maszyny; a;; jest czasem wykonania zadania ¢ na maszynie j, a d; jest lacz-
nym czasem dostepnosci maszyny j.

min Z Z CijLij

il jeJ

6



Eﬂ?ggéjz:kie ‘ % U_ni_a Europejska
Wiedza Edukacia Rozwé] Politechnika Wroctawska Europejski Fundusz Spoteczny

»Z4PR PWr — Zintegrowany Program Rozwoju Politechniki Wroctawskiej"

Metody Optymalizacji, wyktad nr 12 Pawel Zielinski
Y zy=1dlaiecl (5)
JjEJ
Zaij:nij < dj dla jeJ (6)
il
l'ijG{O,l} 1el,jed (7)

x;j = 1 jezeli przydzielamy obiekt ¢ do pudelka j; x;; = 0 w przeciwnym
przypadku.
Mozliwe sa dwie relaksacje:

e Dodajemy do funkcji celu ograniczenie (5).
e Dodajemy do funkcji celu ograniczenie (6).

Dodajemy do funkcji celu ograniczenie (5)

Lp) = minz Z(Cij + pi)xij — Zui

icl jeJ iel

Zaija:ij < dj dlajeJ
el
Tij 6{0,1} 1€l,j€J.

= (15 1)
Rozwigzanie powyzszego zadania dla ustalonego p sprowadza sie do roz-

wiazania |J| niezaleznych zagadnien plecakowych.

Dodajemy do funkcji celu ograniczenie (6)

L(p) =miny_ > (ci5 + paiy)ai; — Y pid;

icJ jel icJ
Z:Eijzldlaiél
Jj€J
Tij 6{0,1} iEI,jEJ.
n= (Nla“ . 7H|J‘)
Co sprowadza si¢ do rozwiazanie, dla ustalonego g > 0, |I| niezaleznych
tatwych problemoéw, ¢ € I,

min Y _(cij + pjai5)2i;

icJ
Z Tij = 1

jed

7



Eﬂ?ggéjz:kie ‘ % U_ni_a Europejska
Wiedza Edukacia Rozwé] Politechnika Wroctawska Europejski Fundusz Spoteczny

»Z4PR PWr — Zintegrowany Program Rozwoju Politechniki Wroctawskiej"

Metody Optymalizacji, wyktad nr 12 Pawel Zielinski

Problem lokalizacji (Facility location problem)

Model dla problemu jest nastepujacy

min Z Z cijxij + Z ijj

iel jeJ jeJ
daij=1daicl (8)
JjeJ
Zdzl'” < ijj dlaje J (9)
i€l
O0Lzy<ldaicldajeJ (10)
y; €{0,1} dlaj e J (11)

I zbior odbiorcow (klientow),

J zbior potencjalnych lokalizacji dostawcow (np. hurtowni), z ktorych
zaopatruje sie odbiorcow,

e y; = 1 jezeli lokalizacja dostawcy jest w miejscu j, 0 w przeciwnym
przypadku,

e wartos¢ zmiennej 0 < z;; < 1 oznacza ulamek (procent) zapotrzebo-
wania odbiorcy ¢ pokrywany przez dostawce w miejscu j,

e d; jest zapotrzebowaniem odbiorcy 1,

e c;; s3 kosztami transportu miedzy dostawca zlokalizowanym w j, a
odbiorca i,

e [ jest stalym kosztem lokalizacji dostawcy (np. kosztem otwarcia,
wynajecia) w miejscu j,

e K; jest podazg dostawcy w miejscu j.

Dodajemy do funkcji celu ograniczenie (8)

L(p) =miny > (cij+ pi)zi + Y Fyj — > pi

il jeJ jeJ icl

Zdiwzj < ijj dlajeJ

el
0Kz <ldlaicldlajeJ
y; €{0,1} dlaj e J
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Co sprowadza si¢ do rozwiazanie, dla ustalonego p, |J| niezaleznych podpro-
blemoéw (sktadajacy sie z dwoch podproblemow LP), j € J,

minz Z(Cij + Mi)l'z’j + Z Fjy;
i€l jeJ jeJ
> dixi; < Kjy;
i€l
0<33Z‘j<1dlai61
y;=0luby; =1

Dodajemy do funkcji celu ograniczenie (9)

L(p) =min Y > (cij + dipgg)zi; + > (F) — 11, K;)y;
i€l jeJ jeJ

daij=1daiel
jet

0Lz <ldlaiecldlajeJ
yj € {0,1} dlaj € J

Rozwigzujemy problem dla ustalonego u > 0. y; = 1 jezeli I — u; K; <0; 0
w przeciwnym przypadku. Po ustaleniu y;, dla kazdego i € I rozwigzujemy
nastepujacy tatwy problem (dla j € J ustalamy z;; = 1)

min Z Z(Cij + di,uj)mij

el jeJ
szj =1
jedJ
0<3;‘Z'j<1dlaj61

Uwagi na temat tresci wykladu

Tres¢ wykladu w catosci zostala przygotowana na podstawie ksiazki [1].
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