Relaksacja Lagrange’a c.d.
0000000000000 000000000000000000

Metody optymalizaciji
Wyktad nr 13

Pawet Zielinski

Katedra Podstaw Informatyki,
Wydziat Informatyki i Telekomunikacji,
Politechnika Wroctawska

4am

L



Relaksacja Lagrange’a c.d.
0000000000000 000000000000000000

Problem mnoznikéw Lagrange’a

zZ*=minc’x
Ax <b
xeX
L(u) = mine"x + u"(Ax — b)
xeX

Zam
2



Relaksacja Lagrange’a c.d.
0000000000000 000000000000000000

Problem mnoznikéw Lagrange’a

Z*=minc'x

Ax<b
xecX
L(u) = mine"x + u"(Ax — b)
x eX
Problem mnoznikéw Lagrange’a (najlepsze dolne ograniczenie)
L* = max L(p).

u=>0
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Problem mnoznikéw Lagrange’a

zZ*=minc’x
Ax<b
xecX
L(u) = mine"x + u"(Ax — b)
xeX
Problem mnoznikéw Lagrange’a (najlepsze dolne ograniczenie)

L* = max L(p).

u=>0
W przypadku Ax = b problem mnoznikéw Lagrange’a ma postac

L = max L(p).

Zamy
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Maksymalizujemy g minimalizujac x.
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Problem najkrétszej Sciezki z ograniczeniem czasowym
(Constrained Shortest Path) CSP

Z"=min >  CjXj
(i)H)eA

1 I = S7

Yjesti) Xi — Sjepiy Xi = § —1 1=t
0  w przeciwnym przypadku,

> g <T

(ij)eA
xj € {0,1} (i,j) € A
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Relaksacja CSP

L(p) = min > cyxj+p( > tix;—T)
(ij)eA (ij)eA
1 i=s,
2jes(i) Xij — 2jep(i) Xji = { -1 i=t,
0 w przeciwnym przypadku,
xj€{0,1} (ij)eA
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Relaksacja CSP

L(p)=min > cpxy+p( > tix;—T)
(iJ)eA (ij)eA
1 i=s,
Sjesi) Xi — Sjepiy Xi =14 —1 =1,
0  w przeciwnym przypadku,
xj€{0,1} (i) € A

Inne sformutowanie ($ciezkowe)

Lip) = min > cj+u( > tj—T)= min G+ ulto—T)
(i.))ep (i.))ep

gdzie Pg; jest zbiorem $ciezek od s do t.
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Relaksacja CSP

Nalezy znalez¢ najtanszg Sciezke od wierzchotka 1 do 6, ktérej czas
przejazdu nie przekracza 14 (T = 14).

‘ (cijrtiz) a
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Problem mnoznikéw Lagrange’a

Jaka jest natura problemu mnoznikéw Lagrange’a?

Sciezkap kosztc, czast, Co+u(lp—T)

1-2-4-6

1-2-5-6
1-2-4-5-6
1-3-2-4-6
1-3-2-5-6

3
5
14
13
15

18
15
14
13
10

3+4u
S+pu
14
13 —p
15 —4u
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cp + p(tp —T)
30 ]

Problem mnoznikow Lagrange’a
20

$ciezki
1-3-4-6
107

1-2-4-6

1-3-4-5-6

1-2-4-5-6

1-2-5-6

—322-4-5-6
1

1-3-2-5-6

FAN
u
=

DA
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Problem mnoznikéw Lagrange’a

Rozwazmy uogolnienie problemu

minec’x
Ax =Db
xeX

gdzie X jest zbiorem skonczonym X = {x' x?, ... xK1. Dokonujgc
relaksacji Lagrange’a otrzymujemy

L(u) = mine"x + pu"(Ax — b)

xeX
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Problem mnoznikéw Lagrange’a
Z definicji
Lip) <c'x+pu"(Ax* —b)dlak=1,... K.
c’x* + u"(Ax* — b) jest hiperptaszczyzna.

Zamy
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Problem mnoznikéw Lagrange’a
Z definicji
Lip) <c'x+pu"(Ax* —b)dlak=1,... K.

c’x* + u"(Ax* — b) jest hiperptaszczyzna.
Hiperptaszczyzny ¢ x* + u" (AxK — b) dla k = 1, ... K tworzg "koperte”.

Zam
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Problem mnoznikéw Lagrange’a
Z definicji
Lip) <c'x+pu"(Ax* —b)dlak=1,... K.
c’x* + u"(Ax* — b) jest hiperptaszczyzna.

Hiperptaszczyzny ¢ x* + u" (AxK — b) dla k = 1, ... K tworzg "koperte”.

W problemie mnoznikéw Lagrange’a chcemy wyznaczy¢ najwyzszy
punkt te] "koperty”. Co sprowadza sie do rozwigzania nastepujgcego
problemu
max W
w<exK+u"(AxK —b)dlak=1,...K
1 dowolna.

Rozwigzanie powyzszego problemu sprowadza sie do rozwigzania
szeregu zadan LP.

Zam
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Problem mnoznikéw Lagrange’a
Metoda gradientow
Niech funkcja celu f bedzie r6zniczkowalna i wklesta. Gradient funkcji

. of of
Vf(X)— (a)(-lj""ﬁ)(l,,),

o ile nie jest rowny zero, wskazuje kierunek wzrostu wartosci funkcji w
poblizu punktu, w ktorym jest wyliczony.

Zam
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Problem mnoznikéw Lagrange’a

Metoda gradientow
Niech funkcja celu f bedzie r6zniczkowalna i wklesta. Gradient funkcji

. of of
Vf(X)— (WI,...,%),

o ile nie jest rowny zero, wskazuje kierunek wzrostu wartosci funkcji w
poblizu punktu, w ktérym jest wyliczony. Jezeli wybierzemy taki kierunek
d, ze Vf(x)"d > 0, wéwczas niewielkie przesuniecie o 6,

x+df
w tym kierunku spowoduje wzrost wartosci funkgciji
f(x +do) > f(x).

Kierunek gradientu jest kierunkiem "w goére stoku”.

Zam
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Problem mnoznikéw Lagrange’a

L(u) = mine"x + pu"(Ax — b)

xeX

e Startujemy z pu°.
edak:=0,1,...
Wyznaczamy x* rozwigzujgc L(p*)

Il'k+1 — #k + QK(AXK _ b)

Problem z doborem 6% - duze, mate!

Zamy
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Problem mnoznikéw Lagrange’a

Zatozmy, ze x* rozwigzuje L(u) dla p = p*. Wowczas jest rozwigzaniem
w otoczeniu u. Aproksymujemy liniowo L(u) za pomocag

r(p) = ¢"x* +- uT(Ax* — b).

Zam
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Problem mnoznikéw Lagrange’a
Zatbézmy, ze x* rozwigzuje L(p) dla p = pX. Wowczas jest rozwigzaniem
w otoczeniu u. Aproksymujemy liniowo L(u) za pomocag
r(p) = c"x* + uT(Axk — b).

Zatozmy, ze znamy L*, wowczas mozemy tak wykonaé ruch (dobraé 6%),
Ze osiggniemy L*.

r(#'k—H) _ chk +“k+1 T(Axk . b) —|*
MK—H — ll’k + Qk(AXk _ b)
r(“k—H) — CTXK+([,LK+9k(AXk—b))T(AXk—b): L*

Zam
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Problem mnoznikéw Lagrange’a

Z rbwnan wyznaczamy 6%

L — L(p¥)

k __
= JlAxk bl

Poniewaz L* nie jest znane, mozemy uzy¢ gérnego ograniczenia UB na
wartos¢ funkcji celu z*

o M(UB = L(ub))
Ik =B

gdzie \, € [0, 2].

Zam
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Zwigzek relaksacji Lagrange’a z LP

Twierdzenie 1
Jezeli zastosujemy relaksacje Lagrange’a do nastepujacego zadania LP

minc’x
Ax=D>b
Dx <q M
x>0

dokonujac relaksacji ograniczen Ax = b, wowczas optymalna wartos¢
funkcji Lagrange’a L* w problemie mnoznikéw rowna jest optymalnej
wartosci funkcji celu problemu (1).

Dowdd.
(zob. koniec). O

Zam
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Zwigzek relaksacji Lagrange’a z LP

¢ Relaksacja Lagrange’a moze by¢ alternatywng sposobem
rozwigzywania problemow LP.

e W niektdérych przypadkach zastosowanie relaksacji Lagrange’a do
LP moze prowadzi¢ do tatwiejszego rozwigzania problemu.

e Zastosowanie relaksacji moze prowadzi¢ do podziatu problemu na
mniejsze podproblemy (dekompozycje).

Zam
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Zwigzek relaksacji Lagrange’a z LP
Rozwazmy problem optymalizacji dyskretne;.

Z* =minc’x
Ax=b (@)
xeX
gdzie X jest zbiorem dyskretnym X = {x | Dx < q,x > 0 i catkowity}, D

jest macierza, kitdrej elementy sg catkowite, a q jest wektorem z
catkowitymi elementami.

Zam
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Zwigzek relaksacji Lagrange’a z LP
Rozwazmy problem optymalizacji dyskretne;.

zZ* =minc’x
Ax=>b (2)
xeX

gdzie X jest zbiorem dyskretnym X = {x | Dx < q,x > 0 i catkowity}, D
jest macierza, kitdrej elementy sg catkowite, a q jest wektorem z
catkowitymi elementami.

Z*=minc’x
Ax=D>b
Dx <q
X > 0 i catkowity

Zam
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Zwigzek relaksacji Lagrange’a z LP
Niech
z° =minc’x
Ax =b
Dx < q
x>0

bedzie liniowg relaksacjg problemu (3).

Zamy
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Zwigzek relaksacji Lagrange’a z LP
Niech
z° =minc’x
Ax =b
Dx < q
x>0

bedzie liniowg relaksacjg problemu (3). Wiemy, ze

o *

zZ°< Z.

oraz
L <z

Zamy
2
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Zwigzek relaksacji Lagrange’a z LP
Niech
Z°=minc’x
Ax = b
Dx < q
x>0

bedzie liniowg relaksacjg problemu (3). Wiemy, ze

o *

zZ°< Z.

oraz
L <z,
Pokazemy, ze warto$¢ L* jest najlepszym dolnym ograniczeniem na z*,
czyli
z° < L.

Zam
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Zwigzek relaksacji Lagrange’a z LP

Zatézmy, ze zbior X = {x',x2 ... xX} jest skonczony.
Rozwigzanie x jest wypuktg kombinacjg rozwigzan x', x2, ..., xX, jezeli

x = 3K \xK
2/5:1)\k:1
M>0 k=1.... K

Zam
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Zwigzek relaksacji Lagrange’a z LP
Zatézmy, ze zbior X = {x',x2 ... xX} jest skonczony.
Rozwigzanie x jest wypuktg kombinacjg rozwigzan x', x2, ..., xX, jezeli

x = 3K \xK
2/5:1)\k:1
M>0 k=1.... K

H(X) jest otoczkg wypukia X, jezeli
H(X) = {x | x jest wypukig kombinacjg punktow X}.

Zam
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Zwigzek relaksacji Lagrange’a z LP

Otoczka wypukta w R?

Otoczka wypukta H(X) jest najmniejszym wieloScianem wypuktym
zawierajgcym wszystkie punkty zbioru X.

Zamy
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Zwigzek relaksacji Lagrange’a z LP

Wiasnos¢ 1
a) H(X) jest wielodcianem, ktéry moze by¢ wyrazony za
pomoca H(X) = {x | Cx < d}, gdzie C jest macierzg, a d
jest wektorem.

Zamy
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Zwigzek relaksacji Lagrange’a z LP

Wiasnos¢ 1
a) H(X) jest wielodcianem, ktéry moze by¢ wyrazony za
pomoca H(X) = {x | Cx < d}, gdzie C jest macierzg, a d
jest wektorem.
b) Kazdy punkt ekstremalny (wierzchotek) H(X) nalezy do X.
Jezeli rozwigzujemy zadanie min{c’x | x € H(X)}, to
rozwigzanie optymalne nalezy do X.

Zam
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Zwigzek relaksacji Lagrange’a z LP

Wiasnos¢ 1

a) H(X) jest wielodcianem, ktéry moze by¢ wyrazony za
pomoca H(X) = {x | Cx < d}, gdzie C jest macierzg, a d
jest wektorem.

b) Kazdy punkt ekstremalny (wierzchotek) H(X) nalezy do X.
Jezeli rozwigzujemy zadanie min{c’x | x € H(X)}, to
rozwigzanie optymalne nalezy do X.

c)Jezeli XCY={x|Cx<d,x>0}toH(X)CY.

Zam
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Zwigzek relaksacji Lagrange’a z LP

Dowéd.

Ad. a) Jest to znany fakt z algebry liniowe;j.

Zam
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Zwigzek relaksacji Lagrange’a z LP

Dowadd.

Ad. a) Jest to znany fakt z algebry liniowe;j.

Ad. b) Pierwsza cze$¢ wynika z faktu, ze punkty nalezgce do H(X) a nie
nalezace do X sg wypukta kombinacjg z dodatnimi wagami co najmniej
dwdch punktow z X. Zatem nie sg ekstremalne (nie sg wierzchotkami X).

Zam
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Zwigzek relaksacji Lagrange’a z LP

Dowadd.

Ad. a) Jest to znany fakt z algebry liniowe;j.

Ad. b) Pierwsza cze$¢ wynika z faktu, ze punkty nalezgce do H(X) a nie
nalezace do X sg wypukta kombinacjg z dodatnimi wagami co najmniej
dwéch punktéw z X. Zatem nie sg ekstremalne (nie sg wierzchotkami X).
Druga czes$¢ wynika z faktu, ze optimum w zadaniach LP jest osiggane
zawsze W co najmniej jednym punkcie ekstremalnym (wierzchotku).

Zam
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Zwigzek relaksacji Lagrange’a z LP

Dowadd.

Ad. a) Jest to znany fakt z algebry liniowe;j.

Ad. b) Pierwsza cze$¢ wynika z faktu, ze punkty nalezgce do H(X) a nie
nalezace do X sg wypukta kombinacjg z dodatnimi wagami co najmniej
dwdch punktow z X. Zatem nie sg ekstremalne (nie sg wierzchotkami X).
Druga czes$¢ wynika z faktu, ze optimum w zadaniach LP jest osiggane
zawsze W co najmniej jednym punkcie ekstremalnym (wierzchotku).

Ad. c) Poniewaz kazdy element zbioru X nalezy do wypuktego zbioru Y.
Stad kazda wypukta kombinacja elementow zbioru X (H(X)) rowniez
nalezy do Y. O

Zam
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Zwigzek relaksacji Lagrange’a z LP

Twierdzenie 2
Optymalna wartos$¢ funkcji Lagrange’a L* w problemie mnoznikéw
Langrange’a jest rowna optymalnej wartosci funkcji celu nastepujacego
zadania LP
Zip = min c’x
Ax=>b (4)
x € H(X)

Zam
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Zwigzek relaksacji Lagrange’a z LP
Dowdd.

Rozwazmy relaksacje Lagrange’a problemu (2) dla pewnego u.

L(u) = mine"x + u'(Ax — b)
xeX,

O]

Zamy
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Zwigzek relaksacji Lagrange’a z LP
Dowdd.
Rozwazmy relaksacje Lagrange’a problemu (2) dla pewnego u.
L(u) = mine"x + u'(Ax — b)
x e X,

ktora rownowazna jest (wtasnosé 1 b) nastepujacemu zadaniu (moze
ono by¢ wyrazone jako LP — wtasnosc¢ 1 a)

L(p) = minc"x + u” (Ax — b) (5)
x € H(X)

O]

Zam
2



Relaksacja Lagrange’a c.d.
0000000000000 00000000e000000000

Zwigzek relaksacji Lagrange’a z LP

Dowdéd.
Rozwazmy relaksacje Lagrange’a problemu (2) dla pewnego u.
L(u) = mine"x + u'(Ax — b)
x eX,

ktora rownowazna jest (wtasnosé 1 b) nastepujacemu zadaniu (moze
ono by¢ wyrazone jako LP — wtasnosc¢ 1 a)
L(p) = minc"x + u” (Ax — b)

x € H(X) ()

Problem (5) jest relaksacjg Lagrange’a (relaksacja ograniczen Ax = b)
problemu (4). Zatem z twierdzenia 1 optymalna wartos¢ L* problemu

T . 7 . s . FAY
mnoznikow jest rowna optymalnej wartosci z; p problemu (4). I,
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Zwigzek relaksacji

{x | Ax < b,Dx < q,x > 0 i catkowity }

Otoczka wypukta H(X)

Lagrange’a z LP

{x | Ax < b,Dx < q,x >0}

{x | Ax <b,x € H(X)}
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Zwigzek relaksacji Lagrange’a z LP

Twierdzenie 3

Jezeli zastosujemy relaksacje Lagrange’a, i rozwigzemy problem

mnoznikéw, dla problemu
minc’x
Ax=D>b
Dx <q

x > 0 i catkowity.

Wowczas z° < L*, gdzie

z°=minc’x
Ax=D>b
Dx <q
x>0.

Zam
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Zwigzek relaksacji Lagrange’a z LP

Dowdd.
Z twierdzenia 2 mamy
L* = mincx
Ax=0>b
X € H(X).

Zam
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Zwigzek relaksacji Lagrange’a z LP

Dowdd.
Z twierdzenia 2 mamy
L* = mincx
Ax=0>b
x € H(X).

Z whasnosci 1 ¢ dostajemy

H(X) =H({x | Dx < q,x > 0 i catkowity}) C {x | Dx < q,x > 0}.

Zatem z° < L*.

Zamy
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Zwigzek relaksacji Lagrange’a z LP
Kiedy z° = L*?

Zam
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Zwigzek relaksacji Lagrange’a z LP

Kiedy z° = L*?
Niech X = {x | Dx < q.x > 0 i catkowity}.
Definicja

X ma wiasnosc catkowitoliczbowosci jezeli nastepujgce zadanie LP ma
rozwigzania catkowitoliczbowe dla kazdego d

mind’x
Dx <q
x>0.

X ma wtasnosc¢ catkowitoliczbowosci, jesli np. D jest catkowicie
unimodularna i q jest catkowity.

Zamy
2



Relaksacja Lagrange’a c.d.
0000000000000 0000000000000e0000

Zwigzek relaksacji Lagrange’a z LP

Fakt 1

Jezeli X ma witasnos¢ catkowitoliczbowosci, to

min{d"x | Dx < @,x >0} = min{d"x | x € X} = min{d"x | x € H(X)}.

Zamy
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Zwigzek relaksacji Lagrange’a z LP

Twierdzenie 4
Jezeli podproblem Lagrange’a po relaksacji problemu
minc’x
Ax=0>b
Dx<q
x > 0 i catkowity.

ma wiasno$¢ catkowitoliczbowosci, to L* = z°, gdzie
z° =mincTx
Ax=>b
Dx < q
x>0.

Dowdd.
Z faktu 1.

Zamy
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Dowdd twierdzenia 1
Skorzystamy z dualnoéci zadan LP. Zat6zmy, ze x* jest rozwigzaniem optymalnym
problemu
minc’x
Ax=D>b
Dx <q (6)
x>0

a (m*,~*) jest rozwigzaniem optymalnym odpowiadajgcego zadania dualnego.
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Dowdd twierdzenia 1

Skorzystamy z dualnoéci zadan LP. Zat6zmy, ze x* jest rozwigzaniem optymalnym
problemu

minc’x

Ax=0>b

Dx <q (6)

x>0
a (m*,~*) jest rozwigzaniem optymalnym odpowiadajacego zadania dualnego. Muszg
wiec spetnia¢ warunki dopuszczalnoéci i warunki komplementarnosci (twierdzenie o
réznicach dopetniajgcych):

CT+W*TA+,Y*TD>0
(" +7 A+~ " D)x* =0
T (Ax* —b) =0
v (Dx*—q)=0

2

Zam
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Dowdd twierdzenia 1...

Niech L(u) = min{e"x +u'(Ax — b) | Dx <
problemu (6).

> 0} bedzie relaksacja

Zamy
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Dowdd twierdzenia 1...

Niech L(u) = min{e"x +u'(Ax — b) | Dx < > 0} bedzie relaksacja
problemu (6).

Przyjmijmy za p = w*. Zatem

L(z*) = min{c"x +7*"(Ax —b) | Dx < q,x > 0}.

Zam
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Dowdd twierdzenia 1...

Niech L(u) = min{e"x +u'(Ax — b) | Dx < > 0} bedzie relaksacja
problemu (6).

Przyjmijmy za p = w*. Zatem

L(r*) = min{cTx + 7T (Ax — b) | Dx < g, x >0}

Rozwigzanie x* jest rozwigzaniem dopuszczalnym dla tego problemu,
poniewaz jest rozwigzaniem dopuszczalnym dla (6).

Zam
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Dowdd twierdzenia 1...

Niech L(u) = min{e"x +u'(Ax — b) | Dx < > 0} bedzie relaksacja
problemu (6).

Przyjmijmy za p = w*. Zatem

L(r*) = min{cTx + 7T (Ax — b) | Dx < g, x >0}

Rozwigzanie x* jest rozwigzaniem dopuszczalnym dla tego problemu,
poniewaz jest rozwigzaniem dopuszczalnym dla (6).

Po przyjeciu p = m* warunki komplementarnosci dla problemu
Lagrange’a sg takie same jak warunki powyze;.
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Dowdd twierdzenia 1...

Niech L(u) = min{e"x +u'(Ax — b) | Dx < > 0} bedzie relaksacja
problemu (6).

Przyjmijmy za p = w*. Zatem

L(r*) = min{cTx + 7T (Ax — b) | Dx < g, x >0}

Rozwigzanie x* jest rozwigzaniem dopuszczalnym dla tego problemu,
poniewaz jest rozwigzaniem dopuszczalnym dla (6).

Po przyjeciu p = m* warunki komplementarnosci dla problemu
Lagrange’a sg takie same jak warunki powyze;.

Zatem x* rozwigzuje problem Lagrange’a dla p = 7*. Poniewaz

7T (Ax* — b) = 0, L(n*) = ¢Tx*. Stad L* = L(x*) = ¢Tx*. [
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Uwagi na temat tresci wyktadu

Tres¢ wyktadu w catosci zostata przygotowana na podstawie ksigzki:

[ Ravindra K. Ahuja, Thomas L. Magnanti, James B. Orlin.
Network Flows: theory, algorithms, and applications.
Prentice Hall, Englewood Cliffs, New Jersey, 1993.
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