Metody Optymalizacji, wyktad nr 13 Pawel Zielinski

1 Problem mnoznikéw Lagrange’a

2* = minelz

Az <b
reX

L(p) = mine’z + p” (Az — b)
reX

Problem mnoznikéw Lagrange’a (najlepsze dolne ograniczenie)

L* = max L(p).
max (w)

W przypadku Az = b problem mnoznikéw Lagrange’a ma postaé

L= max L(p).

Maksymalizujemy g minimalizujac .
Problem najkrotszej $ciezki z ograniczeniem czasowym (Constra-

ined Shortest Path) CSP

Z* = min Z CijLTij

(i,)eA
1 1=s,
2jes(i) Tij — 2ujep() Tii =y —1 1=t

0  w przeciwnym przypadku,

Z tijxij < T
(i,5)eA
Tij € {07 1} (Z’J) €A

Relaksacja CSP

L(p) =min Y cimg+p( Y tyzyg —T)

(i,)€A (i,j)€A
1 1=,
2 jest) Tij — Ljep@ Ti = —1 1=t

0  w przeciwnym przypadku,
zij €{0,1} (i,)) € A.

Inne sformutowanie (Sciezkowe)

L(p) = min cij + p( Z tij —T) = min ¢, + pu(t, — T)
PEPst , < S PEPst
(i.7)€p (i.j)ep

1
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gdzie Py jest zbiorem Sciezek od s do t.
Nalezy znalez¢ najtansza Sciezke od wierzchotka 1 do 6, ktorej czas prze-
jazdu nie przekracza 14 (T = 14).

(cij»tij)

Jaka jest natura problemu mnoznikéw Lagrange’a?

Sciezka p  koszt ¢, czast, cp,+p(t,—1T)

1-2-4-6 3 18 3+4u
1-2-5-6 5 15 o+
1-2-4-5-6 14 14 14
1-3-2-4-6 13 13 13—pu
1-3-2-5-6 15 10 15 —4pu
A cp +u(ty —T) $ciezki
307 1-3-4-6
1-2-4-6
20 1-3-4-5-6
1-2-4-5-6

1-2-5-6

107
1-3-2-4-6
-3-2-4-5-6
0
L* = max{L(p) | p > 0} 1-3-2-5-6
"Koperta" 1-3-5-6
T T T T | -
0 1 2 3 4 5 w
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Rozwazmy uog6lnienie problemu

minelz
Az =b
reX

2

gdzie X jest zbiorem skoniczonym X = {z!,z2, ..., 2" }. Dokonujac relaksacji

Lagrange’a otrzymujemy

L(p) = mine’z + p’ (Az — b)

zeX
7 definicji
Lip) <clzf + pT(Azh —b) dlak =1,... K.

c’z¥ 4+ p” (Ax* — b) jest hiperplaszczyzna.

Hiperptaszczyzny ¢’ zF + uT (Az* —b) dla k = 1,... K tworza "koperte”.

W problemie mnoznikéw Lagrange’a chcemy wyznaczyé najwyzszy punkt tej
"koperty”. Co sprowadza sie do rozwiazania nastepujacego problemu

max w
w<elzh +pT(Azk —b) dlak=1,... K
p dowolna.

Rozwiazanie powyzszego problemu sprowadza si¢ do rozwiazania szeregu za-

dan LP.

Metoda gradientéw

Niech funkcja celu f bedzie rézniczkowalna i wklesta. Gradient funkeji

Vi) = (5l gl ).

Oxy’ Oy

o ile nie jest réwny zero, wskazuje kierunek wzrostu wartosci funkcji w po-
blizu punktu, w ktérym jest wyliczony. Jezeli wybierzemy taki kierunek d,
ze Vf(xz)Td > 0, wowczas niewielkie przesuniecie o 6,

x +db
w tym kierunku spowoduje wzrost wartosci funkcji
flx+db) > f(z).
Kierunek gradientu jest kierunkiem "w gore stoku”.
L(p) = mine'z + p' (Az —b)
e Startujemy z p°.
e dla k:=0,1,...
Wyznaczamy z* rozwiazujac L(u*)
pttl = k4 0k (Azk — b).



Metody Optymalizacji, wyktad nr 13 Pawel Zielinski

Problem z doborem #* - duze, mate
Zalozmy, ze ¥ rozwiazuje L(u) dla p = p*. Wowczas jest rozwiazaniem
w otoczeniu . Aproksymujemy liniowo L(u) za pomoca

r(p) = 'z + p’ (Az* —b).

Zatozmy, ze znamy L*, wowczas mozemy tak wykonaé ruch (dobraé 6%), ze
osiagniemy L*.

Pt = T T (At b = I
T([LkJrl) _ chk + (ll'k + Hk(A.’I}k _ b))T(Axk — b) = L*.

k+1)

7 réwnan wyznaczamy 6*

g L*— L(#k)

AR 7P YIER

Poniewaz L* nie jest znane, mozemy uzy¢ goérnego ograniczenia U B na
wartos¢ funkcji celu z*

||Azk —bl[>

gdzie \; € [0,2].

2 Zwiazek relaksacji Lagrange’a z LP

Twierdzenie 1. Jezeli zastosujemy relaksacje Lagrange’a do nastepujgcego

zadania LP

minelz

Az =b
Dx <q (1)
x>0

dokonujgc relaksacji ograniczeri Ax = b, wowczas optymalna wartosé funk-
cji Lagrange’a L* w problemie mnoznikow rowna jest optymalnej wartosci
funkcji celu problemu (1).

Dowdd. (zob. dodatek A). O

e Relaksacja Lagrange’a moze by¢ alternatywna sposobem rozwigzywa-
nia probleméw LP.

e W niektérych przypadkach zastosowanie relaksacji Lagrange’a do LP
moze prowadzi¢ do latwiejszego rozwigzania problemu.
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e Zastosowanie relaksacji moze prowadzi¢ do podziatu problemu na mniej-
sze podproblemy (dekompozycje).

Rozwazmy problem optymalizacji dyskretne;j.

2* = minelz

Az =b (2)
xeX

gdzie X jest zbiorem dyskretnym X = {z | Dx < g,z > 0 i catkowity}, D
jest macierza, ktorej elementy sg catkowite, a q jest wektorem z calkowitymi
elementami.

2* = minelz
Az =b
Dx <q 3)

z > 0 i catkowity

Niech
T

z° =minc'x
Az =)
Dx <q
>0

bedzie liniowa relaksacja problemu (3). Wiemy, ze

oraz

Pokazemy, ze warto$¢ L* jest najlepszym dolnym ograniczeniem na z*, czyli

z° < L*.
Zatozmy, ze zbior X = {x!,x2,... 2K} jest skoriczony.
Rozwigzanie x jest wypukla kombinacjg rozwiazan ', z2, ..., 2% jezeli

r =YK \zF
25:1 Ay =1
M=>0k=1,... K.
H(X) jest otoczka wypukta X, jezeli
H(X) = {z |  jest wypukla kombinacja punktow X}.

Otoczka wypukta w R?
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Otoczka wypukta H(X) jest najmniejszym wieloscianem wypuktym zawiera-
jacym wszystkie punkty zbioru X.

Wtlasnosé 1.

a) H(X) jest wieloScianem, ktory moze byé wyrazony za pomocq H(X) =
{z | Cz < d}, gdzie C jest macierzq, a d jest wektorem.

b) Kazdy punkt ekstremalny (wierzchotek) H(X) nalezy do X.
Jezeli rozwigzujemy zadanie min{c'z | x € H(X)}, to rozwigzanie
optymalne nalezy do X.

c) Jezeli XCY ={z |Cz <d,z >0}, to H(X) C Y.

Dowdd.
Ad. a) Jest to znany fakt z algebry liniowej.
Ad. b) Pierwsza czes¢ wynika z faktu, ze punkty nalezace do H(X) a nie na-
lezace do X sg wypukta kombinacja z dodatnimi wagami co najmniej dwoch
punktow z X. Zatem nie sa ekstremalne (nie sa wierzchotkami X).

Druga czes¢ wynika z faktu, ze optimum w zadaniach LP jest osiggane
zawsze w co najmniej jednym punkcie ekstremalnym (wierzchotku).
Ad. ¢) Poniewaz kazdy element zbioru X nalezy do wypuklego zbioru Y. Stad
kazda wypukta kombinacja elementéw zbioru X (H(X)) rowniez nalezy do

Y. O

Twierdzenie 2. Optymalna wartosé funkcji Lagrange’a L* w problemie mnoz-
nikéw Langrange’a jest rowna optymalnej wartosci funkcji celu nastepujgcego

zadania LP

zLp = minelz

Az =b (4)
z € H(X)

Dowdd. Rozwazmy relaksacje Lagrange’a problemu (2) dla pewnego p.

L(p) = mine’z + p?' (Az — b)
z e X,
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ktora rownowazna jest (wlasnosé 1 b) nastepujacemu zadaniu (moze ono by¢
wyrazone jako LP — wlasnosé 1 a)

L(p) = minc’z + p” (Az — b) (5)
x € H(X)

Problem (5) jest relaksacja Lagrange’a (relaksacja ograniczen Az = b) pro-
blemu (4). Zatem z twierdzenia 1 optymalna warto$¢ L* problemu mnozni-
kow jest rowna optymalnej wartosci zzp problemu (4). O

Twierdzenie 3. Jezeli zastosujemy relaksacje Lagrange’a, i rozwigzemy pro-
blem mmnoznikow, dla problemu

minelz

Ax =b
Dz <q
x > 0 i catkowity.

Wowczas z° < L*, gdzie
2° =minc’z
Ax =b
Dz <q
z > 0.

Dowadd. 7 twierdzenia 2 mamy

L* = minc’z

Az =b
x € H(X).

Z wtasnoéci 1 ¢ dostajemy

H(X) =H{z | Dxr < ¢,z > 01i catkowity}) C {z | Dz < g,z > 0}.
Zatem z° < L*. Powyzsze rozumowanie ilustruje rysunek 1. O
Kiedy 2° = L*?

Niech X = {z | Dz < ¢,z > 0 i calkowity}.

Definicja 1. X ma wlasno$é catkowitoliczbowosSci jezeli nastepujgce za-
danie LP ma rozwigzania catkowitoliczbowe dla kazdego d

mind’z
Dz <q
x>0.
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{z | Az < b,Dz < g,z >0 i calkowity} {z | Az <b,Dz < q,z >0}

Otoczka wypukta H(X) {z | Az < b,z € H(X)}

Rysunek 1: Ilustracja dowodu twierdzenia 3.

X ma wlasnosé catkowitoliczbowosci, jesli np. D jest catkowicie uni-
modularna i q jest caltkowity.

Fakt 1. Jezeli X ma wlasno$é catkowitoliczbowosci, to

min{d’z | Dx < ¢,z >0} = min{d z |z c X}
= min{d'z | z € H(X)}.

Twierdzenie 4. Jezeli podproblem Lagrange’a po relaksacji problemu

minelz

Az =b
Dx <q
x > 0 i catkowity.

ma wlasno$é catkowitoliczbowosct, to L* = 2°, gdzie

2° = mine!
Az =b
Dx <q
x> 0.

T

Dowdd. 7 faktu 1. O
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Uwagi na temat tresci wykladu

Tres¢ wykladu w catosci zostala przygotowana na podstawie ksiazki [1].
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A Dodatek

Dowdd twierdzenia 1. Skorzystamy z dualnosci zadan LP. Zalozmy, ze x*
jest rozwigzaniem optymalnym problemu

minelz

Az =b
Dx <q (6)
x>0

a (m*,v*) jest rozwiazaniem optymalnym odpowiadajacego zadania dualne-
go. Musza wiec spelnia¢ warunki dopuszczalnodci i warunki komplementar-
nosci (twierdzenie o réznicach dopetniajacych):

&+ TA+yTD >0
' +7mTA+y"D)x* =0
T (Az* —b) =0

v T(Ds* — g) =0

Niech L(p) = min{c’z + p’ (Az —b) | Dz < g,z > 0} bedzie relaksacja
problemu (6). Przyjmijmy za p = 7*. Zatem L(7*) = min{c"z + 7 (Azx —
b) | Dz < ¢q,x > 0}. Rozwiazanie £* jest rozwiazaniem dopuszczalnym
dla tego problemu, poniewaz jest rozwiazaniem dopuszczalnym dla (6). Po
przyjeciu p = w* warunki komplementarnoéci dla problemu Lagrange’a sa
takie same jak warunki powyzej. Zatem x* rozwiazuje problem Lagrange’a
dla g = 7*. Poniewaz 7*7 (Az* — b) = 0, L(n*) = ¢"z*. Stad L* = L(7*) =
cl'z*. O
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