Teoretyczne podstawy algorytmu sympleks
000000000000

Problem programowania liniowego
0000000

Metody optymalizaciji
Wyktad nr 2

Pawet Zielinski

Katedra Podstaw Informatyki,
Wydziat Informatyki i Telekomunikaciji,
Politechnika Wroctawska

285

L



Problem programowania liniowego
000000

Problem programowania liniowego — postac¢ ogolna

min ¢’ x = > cix;
jeln]

przy warunkach > a;x; = b
jeln]
> ajX < b
jeln]

> ajxj > b

jeln]
x>0
X <0
X eR
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Problem programowania liniowego — posta¢ ogdlna...

Danymi (parametrami) dla (1)—(7) sa:

° m= M|+ [Mc[+ M|, n = [N-] + |Ng| + [N,

e macierz ograniczen A = (g;) € R™",

e wektor prawych stron b € R,

e wektor wspotczynnikow funkeji celu ¢ € R”.
Wektor x € R” jest wektorem zmiennych decyzyjnych.

Zamy
2



Problem programowania liniowego Teoretyczne podstawy algorytmu sympleks
00e0000 000000000000

Problem programowania liniowego ...
Posta¢ kanoniczna:

min ¢’ x
przy warunkach Ax > b
x>0

Posta¢ standardowa:
min ¢’ x

przy warunkach Ax = b
x>0
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Problem programowania liniowego ...

e Postacie programowania liniowego sg sobie rownowazne!

e Za pomocg prostych transformacji mozemy przeksztatci¢
egzemplarz jednej postaci do egzemplarza drugiej postaci i te dwa
egzemplarze majg te same rozwigzanie (te same rozwigzanie
optymalne).
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Transformacje

Postac ogdlna — postac¢ kanoniczna:
1. ograniczenia (3), "<”, mnozymy obustronnie przez —1,
2. zmienne decyzyjne x; < 0 zastgpujemy nastepujaco x; = —x; , gdzie
X;” > 0, i ograniczenia (6), "<”, mnozymy obustronnie przez —1,
3. zmienne decyzyjne x; € R zastepujemy réznicg dwdch nieujemnych

zmiennych decyzyjnych, tzn. x; = x;" — x;7, gdzie x," > 0i x; > 0.
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Transformacije...
Postaé ogdlna — postac standardowa:
1. zmienne decyzyjne X; < 0 zastgpujemy nastepujaco x; = —x;, gdzie
X;” > 0, i ograniczenia (6), "<”, mnozymy obustronnie przez —1
2. zmienne decyzyjne x; € R zastepujemy réznicg dwoch nieujemnych
zmiennych decyzyjnych, tzn. x; = x;* — x;*, gdzie x;* > 0i x> 0,
3. ograniczenie (3), "<”, sprowadzamy do ograniczenia réwnosciowego
przez wprowadzenie nieujemnej zmiennej dodatkowej (niedoboru),
> aXj+si=b;, s >0,
Jeln]
4. ograniczenie (4), ">", sprowadzamy do ograniczenia réwnosciowego
przez wprowadzenie nieujemnej zmiennej dodatkowej (nadmiaru),
Z ajXj — si=bj, si>0.
jeln]
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Transformacije...

max — min;

max C'x min —¢’x
Ax=b < Ax=D>b
X:{x>o X:{x>o
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Teoretyczne podstawy algorytmu sympleks

O tego momentu bedziemy rozpatrywali zagadnienie LP w postaci
standardowej (z min):
min ¢'x

{x>0

gdzie Ac R™"(m< n),be R (b>0),ceR"

Zatozenie (0 rzedzie)
rank(A) = m
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Rozwigzanie bazowe

Ograniczenia Ax = b mozemy zapisac:

Ax =b < {B P]

B
x”lzb

gdzie B € R™ ™ j rank(B) = m (z zatozenia o rzedzie), P € R™("-m),
xBeR™ixP e R,

Definicja

Rozwigzanie x = [xB,xP|7, takie, 2e xB = B-'b i xP = 0, nazywamy
rozwigzaniem bazowym uktadu Ax = b a podmacierz B baza.

Jesli dodatkowo x > 0, to mowimy, zZe x jest rozwigzaniem bazowym
dopuszczalnym.
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Wierzchotek zbioru

Zatozenie (niesprzecznosci)

X £ (.

Definicja

Niech U C R" bedzie zbiorem wypuktym. Punkt x € U nazywamy

wierzchotkiem zbioru wypuktego U, jesli nie istniejg dwa punkty u,v € U
rozne od x i A € (0,1), Ze x jest ich Scista wypukia kombinacja, {j.

X=X+ (1-\)v.
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Wierzchotek zbioru, rozwigzanie bazowe dopuszczalne

Twierdzenie
Rozwigzanie x € X jest wierzchotkiem zbioru X wtedy i tylko wtedy x
jest rozwigzaniem bazowym dopuszczalnym uktadu Ax = b.

Zam
2



Problem programowania liniowego Teoretyczne podstawy algorytmu sympleks
0000000 0000e0000000

Wierzchotek zbioru, rozwigzanie bazowe dopuszczalne

Dowdd. (=) Niech x € X bedzie wierzchotkiem zbioru X. Jesli x = 0,
wowczas z zatozenia o rzedzie natychmiast dostajemy, ze x jest
rozwigzaniem bazowym dopuszczalnym uktadu Ax = b.
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Wierzchotek zbioru, rozwigzanie bazowe dopuszczalne

Dowdd. (=) Niech x € X bedzie wierzchotkiem zbioru X. Jesli x = 0,
wowczas z zatozenia o rzedzie natychmiast dostajemy, ze x jest
rozwigzaniem bazowym dopuszczalnym uktadu Ax = b.

Zatbzmy, ze w x istnieje co najmniej jedna sktadowa dodatnia oraz x nie
jest rozwigzaniem bazowym (dowod nie wprost).

Sktadowe mozna podzieli¢ na [x€, xP|", gdzie xé > 0i xP = 0.
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Wierzchotek zbioru, rozwigzanie bazowe dopuszczalne

Dowdd. (=) Niech x € X bedzie wierzchotkiem zbioru X. Jesli x = 0,
wowczas z zatozenia o rzedzie natychmiast dostajemy, ze x jest
rozwigzaniem bazowym dopuszczalnym uktadu Ax = b.

Zatbzmy, ze w x istnieje co najmniej jedna sktadowa dodatnia oraz x nie
jest rozwigzaniem bazowym (dowod nie wprost).

Sktadowe mozna podzieli¢ na [x€, xP|", gdzie xé > 0i xP = 0.
Ograniczenia Ax = b mozemy zapisac:
|G P|[x¢

Ax=b & p| =b (8)
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Wierzchotek zbioru, rozwigzanie bazowe dopuszczalne

Dowdd. (=) Niech x € X bedzie wierzchotkiem zbioru X. Jesli x = 0,
wowczas z zatozenia o rzedzie natychmiast dostajemy, ze x jest
rozwigzaniem bazowym dopuszczalnym uktadu Ax = b.

Zatbzmy, ze w x istnieje co najmniej jedna sktadowa dodatnia oraz x nie
jest rozwigzaniem bazowym (dowod nie wprost).

Sktadowe mozna podzieli¢ na [x€, xP]7, gdzie x¢ > 0i xP = 0.
Ograniczenia Ax = b mozemy zapisac:
|G P|[x¢

Poniewaz x nie jest rozwigzaniem bazowym, macierz G ma liniowo
zalezne kolumny. Stad istnieje wektor w £ 0 taki, ze Gw = 0.
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Wierzchotek zbioru, rozwigzanie bazowe...
Ograniczenia (8) mozemy zapisac:
Gx®+Gw=b = G(x®+aw)=bdlaa #0.
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Wierzchotek zbioru, rozwigzanie bazowe...
Ograniczenia (8) mozemy zapisac:

Gx®+Gw=b = G(x®+aw)=bdlaa #0.

Z faktu, ze x@ > 0 wynika, ze mozemy tak dobraé a +# 0, aby
xG+aw > 0.
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Wierzchotek zbioru, rozwigzanie bazowe...
Ograniczenia (8) mozemy zapisac:
Gx®+Gw=b = G(x®+aw)=bdlaa #0.
Z faktu, ze x@ > 0 wynika, ze mozemy tak dobraé a +# 0, aby

xG+aw > 0.
Stad otrzymujemy dwa wektory:
w
—alg

M[g] v =

G
0

G
0

takie, ze u,v e X, u # v.

u=
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Wierzchotek zbioru, rozwigzanie bazowe...
Ograniczenia (8) mozemy zapisac:
Gx®+Gw=b = G(x®+aw)=bdlaa #0.

Z faktu, ze x@ > 0 wynika, ze mozemy tak dobraé a +# 0, aby
xG+aw > 0.

Stad otrzymujemy dwa wektory:

xG w] . xG w
u= 0 +a[O]IV— 0 _Q[O]
takie, ze u,v e X, u # v.

Ponadto

x—1u+1v
2 2

Stad A = 1/2. Co przeczy, ze x jest wierzchotkiem zbioru X,
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Wierzchotek zbioru, rozwigzanie bazowe...

(<) Zatézmy, ze x nie jest wierzchotkiem zbioru X (dowdd nie wprost).

Zam
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Wierzchotek zbioru, rozwigzanie bazowe...

(<) Zatézmy, ze x nie jest wierzchotkiem zbioru X (dowdd nie wprost).
Stad istniejg u,v € Xrézne od x i A € (0, 1) takie, ze

X=X+ (1-N)v.
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Wierzchotek zbioru, rozwigzanie bazowe...

(<) Zatézmy, ze x nie jest wierzchotkiem zbioru X (dowdd nie wprost).
Stad istniejg u,v € Xrézne od x i A € (0, 1) takie, ze

X=X+ (1-v.

Rozwigzanie x = [xB, xP]T jest rozwigzaniem bazowym dopuszczalnym
uktadu Ax = b, tj. X = B~'b, xP =0 Bx8® = b.
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Wierzchotek zbioru, rozwigzanie bazowe...

(<) Zatézmy, ze x nie jest wierzchotkiem zbioru X (dowdd nie wprost).
Stad istniejg u,v € Xrézne od x i A € (0, 1) takie, ze

X=X+ (1-v.

Rozwigzanie x = [xB, xP]T jest rozwigzaniem bazowym dopuszczalnym
uktadu Ax = b, tj. X = B~'b, xP =0 Bx8® = b.
Zapiszmy
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Wierzchotek zbioru, rozwigzanie bazowe...

(<) Zatézmy, ze x nie jest wierzchotkiem zbioru X (dowdd nie wprost).
Stad istniejg u,v € Xrézne od x i A € (0, 1) takie, ze

X=X+ (1-v.

Rozwigzanie x = [xB, xP]T jest rozwigzaniem bazowym dopuszczalnym
uktadu Ax = b, tj. xB = B~'b, xP =0 i BxB = b.
Zapiszmy

Poniewaz x = \u + (1 — \)v. Zatem xP = \uP + (1 — \)vP. Z fakiu, ze
A € (0,1) wynika, ze uP = vP = 0.
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Wierzchotek zbioru, rozwigzanie bazowe...

Ax =b,Au=b,Av =b = BxB=b Buf = b,Bv® = b.
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Wierzchotek zbioru, rozwigzanie bazowe...

Ax =b,Au=b,Av =b = BxB=b Buf = b,Bv® = b.
Wiemy, ze rank(B) = m

xB=B"'b,u®B=B"b,vEB=B"b.
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Wierzchotek zbioru, rozwigzanie bazowe...

Ax =b,Au=b,Av =b = BxB=b Buf = b,Bv® = b.
Wiemy, ze rank(B) = m

xB=B"'b,u®B=B"b,vEB=B"b.

Zatem xB = uB — vB,
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Wierzchotek zbioru, rozwigzanie bazowe...

Ax =b,Au=b,Av =b = BxB=b Buf = b,Bv® = b.
Wiemy, ze rank(B) = m

xB=B"'b,u®B=B"b,vEB=B"b.

Zatem xB = uB = vB.
Stad i xP = uP = vP = 0 dostajemy x = u = v - sprzeczno$é.
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Wierzchotek zbioru, rozwigzanie bazowe...

Ax =b,Au=b,Av =b = BxB=b Buf = b,Bv® = b.
Wiemy, ze rank(B) = m

xB=B"'b,u®B=B"b,vEB=B"b.

Zatem xB = uB = vB.
Stad i xP = uP = vP = 0 dostajemy x = u = v - sprzecznoéé. [
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Wierzchotek zbioru, rozwigzanie bazowe...

Fakt
Maksymalna liczba rozwigzan bazowych uktadu Ax = b, A € R™"

(m < n, rank(A) = m) wynosi (,’T’,)

Fakt
Liczba rozwigzan bazowych dopuszczalnych (wierzchotkdw) nie moze

przekroczy¢ (})).
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Wierzchotek zbioru, rozwigzanie bazowe...

X1+ %Xg < 30 X1+ %Xg + X3 =30
X=1q2x1+4x <80 X =< 2x1+4x +x4 =80
X1,X2 > 0 X1, X2, X3, X4 > 0

Fakt
Istnieje odwzorowanie wzajemnie jednoznaczne takie, ze kazdemu
wierzchotkowi w zbiorze X odpowiada wierzchotek w zbiorze X'.
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Wierzchotek zbioru, rozwigzanie bazowe...

w0k xM = [0, 20, 15, 0
\ x® = [24, 8 0, O
x® = [30, 0, 0, 20

x® = [0, 0, 30, 80
x® = [40, 0, -10, 0
x©®

[ S S [y S S Sy S—
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Uwagi na temat tresci wyktadu

Tres¢ wyktadu w catosSci zostata przygotowana na podstawie ksigzek

[ Ireneusz Nykowski.
Programowanie liniowe.
PWE, Warszawa, 1980.

[§ Christos H. Papadimitriou, Kenneth Steiglitz.
Combinatorial optimization: algorithms and complexity.
Dover Publications Inc., 1998.
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