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Wierzchotek zbioru, rozwigzanie bazowe dopuszczalne

Twierdzenie

Jezeli zatozenia o rzedzie i 0 niesprzecznosci $g spetnione, to zbior
rozwigzan dopuszczalnych X ma co najmniej jeden wierzchotek
(rozwigzanie bazowe dopuszczalne).
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Wierzchotek zbioru, rozwigzanie bazowe dopuszczalne

Dowdd.
Z zatozenia o niesprzecznosci mamy, ze X # ().
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Wierzchotek zbioru, rozwigzanie bazowe dopuszczalne

Dowdd.
Z zatozenia o niesprzecznosci mamy, ze X # ().
Wybierzmy x € X.
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Wierzchotek zbioru, rozwigzanie bazowe dopuszczalne

Dowdd.
Z zatozenia o niesprzecznosci mamy, ze X # ().

Wybierzmy x € X.
Uporzadkujmy sktadowe x

X=[x1,...,%,0,...,0], x;>0 jelt.
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Wierzchotek zbioru, rozwigzanie bazowe dopuszczalne

Dowdd.
Z zatozenia o niesprzecznosci mamy, ze X # ().

Wybierzmy x € X.
Uporzadkujmy sktadowe x

X=[x1,...,%,0,...,0], x;>0 jelt.

Zatézmy, ze t > 0.
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Wierzchotek zbioru, rozwigzanie bazowe dopuszczalne

Dowdd.
Z zatozenia o niesprzecznosci mamy, ze X # ().

Wybierzmy x € X.
Uporzadkujmy sktadowe x

X=[x1,...,%,0,...,0], x;>0 jelt.

Zatozmy, ze t > 0. W przeciwnym przypadku (f = 0) x = 0. Poniewaz
rank(A) = m (zatozenie o rzedzie), wéwczas x = 0 jest rozwigzaniem
bazowym dopuszczalnym (zdegenerowanym).
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Wierzchotek zbioru, rozwigzanie bazowe dopuszczalne
Kontynuujgc (t > 0) Ax = b jest postaci

Aixi+ -+ Axe = b,

gdzie A; jest j-tg kolumng macierzy A.
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Wierzchotek zbioru, rozwigzanie bazowe dopuszczalne
Kontynuujgc (t > 0) Ax = b jest postaci

Aixy + -+ Axy = b,

gdzie A; jest j-tg kolumng macierzy A.
Niech r = rank([Ay, ..., A;]). Oczywiscie r < rank(A) oraz r > 0.
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Wierzchotek zbioru, rozwigzanie bazowe dopuszczalne
Kontynuujgc (t > 0) Ax = b jest postaci

Aixy + -+ Axy = b,

gdzie A; jest j-tg kolumng macierzy A.

Niech r = rank([Ay, ..., A;]). Oczywiscie r < rank(A) oraz r > 0.
W przeciwnym przypadku (r = 0) znowu x = 0 jest rozwigzaniem
bazowym dopuszczalnym, poniewaz rank(A) = m.
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Wierzchotek zbioru, rozwigzanie bazowe dopuszczalne
Kontynuujgc (t > 0) Ax = b jest postaci

Aixy + -+ Axy = b,

gdzie A; jest j-tg kolumng macierzy A.

Niech r = rank([Ay, ..., A;]). Oczywiscie r < rank(A) oraz r > 0.
W przeciwnym przypadku (r = 0) znowu x = 0 jest rozwigzaniem
bazowym dopuszczalnym, poniewaz rank(A) = m.

Rozpatrzmy dwa przypadki.
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Wierzchotek zbioru, rozwigzanie bazowe dopuszczalne
Kontynuujgc (t > 0) Ax = b jest postaci

Aixy + -+ Axy = b,

gdzie A; jest j-ta kolumng macierzy A.

Niech r = rank([Ay, ..., A;]). Oczywiscie r < rank(A) oraz r > 0.

W przeciwnym przypadku (r = 0) znowu x = 0 jest rozwigzaniem
bazowym dopuszczalnym, poniewaz rank(A) = m.

Rozpatrzmy dwa przypadki.

Przypadek, r = t < m. Poniewaz rank(A) = m z n — t kolumn wybieramy
m — t kolumn, aby z t kolumnami tworzyty m kolumn liniowo
niezaleznych. Wtedy x = [x1,..., X;,0, ..., 0] jest rozwigzaniem
bazowym dopuszczalnym.
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Wierzchotek zbioru, rozwigzanie bazowe dopuszczalne
Kontynuujgc (t > 0) Ax = b jest postaci

Aixy + -+ Axy = b,

gdzie A; jest j-ta kolumng macierzy A.

Niech r = rank([Ay, ..., A;]). Oczywiscie r < rank(A) oraz r > 0.

W przeciwnym przypadku (r = 0) znowu x = 0 jest rozwigzaniem
bazowym dopuszczalnym, poniewaz rank(A) = m.

Rozpatrzmy dwa przypadki.

Przypadek, r = t < m. Poniewaz rank(A) = m z n — t kolumn wybieramy
m — t kolumn, aby z t kolumnami tworzyty m kolumn liniowo
niezaleznych. Wtedy x = [x1,..., X;,0, ..., 0] jest rozwigzaniem
bazowym dopuszczalnym.

Ponadto, jesli t < m jest rozwigzaniem zdegenerowanym.
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Wierzchotek zbioru, rozwigzanie bazowe dopuszczalne
Przypadek r < t. Stad podmacierz A macierzy A,

ayr - ar
A= :
art - anr

jest nieosobliwa. Istnieje, wiec Al
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Wierzchotek zbioru, rozwigzanie bazowe dopuszczalne
Przypadek r < t. Stad podmacierz A macierzy A,

ayr - ar

A= | : :
art - anr

. . . .. . ——1

jest nieosobliwa. Istnieje, wiec A .

Stad mozemy wyrazi¢ sktadowe xj, ..., x, wekitora x za pomocg jego
sktadowych x;.1,..., X;.
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Wierzchotek zbioru, rozwigzanie bazowe dopuszczalne
Przypadek r < t. Stad podmacierz A macierzy A,

ayr - ar
A= :
art - anr

jest nieosobliwa. Istnieje, wiec Al

Stad mozemy wyrazi¢ sktadowe xj, ..., x, wekitora x za pomocg jego
sktadowych x;.1,..., X;.

Uktad Ax = b mozna zapisac (pierwsze r ograniczen):

AX +Ax = b,

Zam
2

gdzie X = [x1,..., %], X = [Xrs1, ..., X], B € R".
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Wierzchotek zbioru, rozwigzanie bazowe dopuszczalne

=

x=A'b A 'Ax.
Podstawiajgc 8 = A 'bia=—A A Skiadowe X majg postaé

t
Xj=Bj+ > apxi jelr]
i=r+1
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Wierzchotek zbioru, rozwigzanie bazowe dopuszczalne

=

x=A'b A 'Ax.
Podstawiajgc 8 = A 'bia=—A A Skiadowe X majg postaé
t
Xi=0i+ Y ajx; jelr].
i=r+1

Konstruujemy nowe rozwigzanie dopuszczalne X, ktére bedzie miato o
Co najmniej jedng sktadowg zerowg wigcej niz x
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Wierzchotek zbioru, rozwigzanie bazowe dopuszczalne

Xj—0 dlaj=r+1,
Xj =X dlaj>r+1,
Bi+ ik dlaj<r+1,

gdzie 6 > 0, B = Xj — Z;:r—H QjjXj.
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Wierzchotek zbioru, rozwigzanie bazowe dopuszczalne

Xj—0 dlaj=r+1,
X=X dlaj>r+1,
G+l a% dlaj<r+1,

gdzie 0>0, ﬁj = Xj — Z;:r—H QjjXj.
Przyjrzyjmy sie sktadowym X%;, j € [r],

t t
=0+ > agXi=0+ > apXi—bary
i=r+1 i=r+1

t t
=Xj— 2. apXit Y, apXi—Oariij =X —0ar;
i=r+1 i=r+1
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Wierzchotek zbioru, rozwigzanie bazowe dopuszczalne

Xj—0 dlaj=r+1,
X=X dlaj>r+1,
Xj—(90zr+1j dlaj<r+1.
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Wierzchotek zbioru, rozwigzanie bazowe dopuszczalne

Xj—0 dlaj=r+1,
Xj =X dlaj>r+1,
Xj—0Oarq; dlaj<r+1.

Wymuszamy X > 0. Stad

Xrp1 — 020, N Xry1 2 0,
Xj —arpqj0 >0, Xj = aryqj0.
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Wierzchotek zbioru, rozwigzanie bazowe dopuszczalne

Xj—0 dlaj=r+1,
X=X dlaj>r+1,
Xj—0Oarq; dlaj<r+1.

Wymuszamy X > 0. Stad

Xrp1— 020, )X >0,
Xj —arpqj0 >0, Xj = aryqj0.

Wybieramy 6y = min {ai’” Corpqj>0,j€ [I’]}, 0 = min{X,,1,61}.
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Wierzchotek zbioru, rozwigzanie bazowe dopuszczalne

e Jezeli 0 = x;,1,t0 X4 = 0.

Zam
2



Teoretyczne podstawy algorytmu sympleks
0000000 e000000000000000000

Wierzchotek zbioru, rozwigzanie bazowe dopuszczalne

e Jezeli 6 = x;,1,10 X1 = 0.
o Jezeli0 =601 = X% tox,=0,k<r+1.

ary1k’
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Wierzchotek zbioru, rozwigzanie bazowe dopuszczalne

e Jezeli 6 = x;,1,10 X1 = 0.
o Jezeli0 =601 = X% tox,=0,k<r+1.

Ori1k

X € X i ma co najmniej jedng sktadowg zerowa wiecej niz x.
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Wierzchotek zbioru, rozwigzanie bazowe dopuszczalne

e Jezeli 6 = x;,1,10 X1 = 0.
o Jezeli0 =601 = X% tox,=0,k<r+1.

Qri1k
X € X i ma co najmniej jedng sktadowg zerowa wiecej niz x.
Powtarzajac to rozumowanie mozemy otrzymac rozwigzanie dla,
ktérego r = t. Wtedy otrzymujemy pierwszy przypadek (r = t). O
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Wierzchotek zbioru, rozwigzanie bazowe dopuszczalne

e Jezeli 6 = x;,1,10 X1 = 0.
o Jezeli0 =601 = X% tox,=0,k<r+1.

Ori1k

X € X i ma co najmniej jedng sktadowg zerowa wiecej niz x.
Powtarzajac to rozumowanie mozemy otrzymac rozwigzanie dla,
ktérego r = t. Wtedy otrzymujemy pierwszy przypadek (r = t). O
Whniosek

Jezeli zatozenia zatozenia o rzedzie i 0 niesprzecznosci sg spetnione, to
zbior rozwigzan dopuszczalnych X ma skoriczong liczbe wierzchotkdw.
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Pytanie: Czy zbidr rozwigzan dopuszczalnych X jest domkniety i
ograniczony?
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Pytanie: Czy zbiér rozwigzan dopuszczalnych X jest domkniety i
ograniczony?
e Jesli odpowiedz brzmi "tak", wéwczas z twierdzenia Weierstrassa
¢’ x przyjmuje warto$¢ najwiekszg oraz najmniejszg w X.



Teoretyczne podstawy algorytmu sympleks
0000000 0e00000000000000000

Pytanie: Czy zbiér rozwigzan dopuszczalnych X jest domkniety i
ograniczony?
e Jesli odpowiedz brzmi "tak", wéwczas z twierdzenia Weierstrassa
¢’ x przyjmuje warto$¢ najwiekszg oraz najmniejszg w X.
e Domknietos¢ X wynika z postaci ograniczen Ax = b, x > 0.
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Pytanie: Czy zbiér rozwigzan dopuszczalnych X jest domkniety i
ograniczony?
e Jesli odpowiedz brzmi "tak", wéwczas z twierdzenia Weierstrassa
¢’ x przyjmuje warto$¢ najwiekszg oraz najmniejszg w X.
e Domknietos¢ X wynika z postaci ograniczen Ax = b, x > 0.

Zatozenie (0 ograniczonosci z dotu)

Funkcja ¢" x jest ograniczona z dotu na zbiorze X (problem
minimalizacji), tj. zbiér {¢"x : x € X} jest z dotu ograniczony.
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Teoretyczne podstawy algorytmu sympleks..

Lemat (Ograniczenie rozwigzania bazowego)

Niech x = (x4, ..., Xn) bedzie rozwigzaniem bazowym dopuszczalnym
uktadu (Ax = b, A Z™", b € Z™). Wtedy

x| < mla™5,

gdzie o = max,-7/-{|a,-/-|} Iﬁ = max,-{|b,-|}.
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Teoretyczne podstawy algorytmu sympleks..
Dowdd. Oszacowanie jest oczywiste, jesli x; nie jest zmienng bazowg -
wtedy x; = 0.
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Teoretyczne podstawy algorytmu sympleks..
Dowdd. Oszacowanie jest oczywiste, jesli x; nie jest zmienng bazowg -
wtedy x; = 0.

Zatézmy, ze x; jest zmienng bazowa. Wtedy
x; = wiersz;(B~")b suma m iloczynéw.

Kazdy element macierzy B! jest ilorazem +det(B;j), Bj € Z(m=1)>(m=1),
i det(B).
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Teoretyczne podstawy algorytmu sympleks..
Dowdd. Oszacowanie jest oczywiste, jesli x; nie jest zmienng bazowg -
wtedy x; = 0.

Zatézmy, ze x; jest zmienng bazowa. Wtedy

x; = wiersz;(B~")b suma m iloczynéw.

Kazdy element macierzy B! jest ilorazem +det(B;j), Bj € Z(m=1)>(m=1),
i det(B). Poniewaz B € Z™ ™, |det(B)| > 1.

det(B,-/-) = Z (—1)I“V(”)a1g(1)agg(2) “dm—1o(m-1); dlai= m,j =m.

O'ESm,1

Suma (m — 1)!iloczynéw m — 1 sktadnikdw.
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Teoretyczne podstawy algorytmu sympleks..
Dowdd. Oszacowanie jest oczywiste, jesli x; nie jest zmienng bazowg -
wtedy x; = 0.

Zatézmy, ze x; jest zmienng bazowa. Wtedy

x; = wiersz;(B~")b suma m iloczynéw.

Kazdy element macierzy B! jest ilorazem +det(B;j), Bj € Z(m=1)>(m=1),
i det(B). Poniewaz B € Z™ ™, |det(B)| > 1.

det(B,-/-) = Z (—1)I“V(”)a1g(1)agg(2) “dm—1o(m-1); dlai= m,j =m.

O'ESm,1

Suma (m — 1)!iloczynéw m — 1 sktadnikéw. Zatem
det(Bj)| < (m—1)la™ . Stad i z faktu, ze x; = wiersz;(B~")b (suma m
iloczynéw), mamy ograniczenie m!a™ 1. 0O
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Teoretyczne podstawy algorytmu sympleks..
Twierdzenie
Jezeli zatozenia zatozenia o rzedzie, 0 niesprzecznosci i ograniczonosci
z dotu sg spetnione, to problemy:

min ¢’ x min ¢’ x
przy warunkach Ax = b przy warunkach Ax = b

x>0 x>0
Xj\M jE[n]

sg rownowazne, tj. ich optymalne wartosci funkcji celu sg sobie rowne,
M = (m+ 1)!amﬁaa = n’}?x{|a//|> |CJ|}76 = ml_ax{|b,-|, |Z|}>

z jest najwigkszym dolnym ograniczeniem zbioru {¢"x : Ax = b, x > 0}.
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Teoretyczne podstawy algorytmu sympleks..

Dowdd. Jest oczywiste, ze {¢"x : Ax = b,x > 0} jest domkniety. Zatem
istnieje x taki, ze z = c'x.
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Teoretyczne podstawy algorytmu sympleks..

Dowdd. Jest oczywiste, ze {¢"x : Ax = b,x > 0} jest domkniety. Zatem
istnieje x taki, ze z = ¢"x. Rozwazmy teraz uktad ograniczen:

CT

x % x
Il

Vol
oo N

Uktad nie jest sprzeczny. Wszystkie jego rozwigzania sg optymalne.
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Teoretyczne podstawy algorytmu sympleks..

Dowdd. Jest oczywiste, ze {¢"x : Ax = b,x > 0} jest domkniety. Zatem
istnieje x taki, ze z = ¢"x. Rozwazmy teraz uktad ograniczen:

CT

x % x
Il

Vol
oo N

Uktad nie jest sprzeczny. Wszystkie jego rozwigzania sg optymalne.
Macierz uktadu jest rzedu m + 1. Wtedy posiada on co najmniej jedno
rozwigzanie bazowe dopuszczalne. Jego sktadowe x; spetniajg
ograniczenia x; < M, j € [n]. Ograniczenia nie wptywajg na rozwigzania
optymalne oryginalnego problemu.
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Teoretyczne podstawy algorytmu sympleks..

Dowdd. Macierz uktadu jest rzedu m. Wtedy ¢” mozna przedstawi¢ jako
kombinacije liniowg wierszy A:
CT = Z fy,-aT [ CTX = Z ’y,-b,-, vi € R.
ie[m] ie[m]
Wszystkie rozwigzania Ax = b, x > 0 majg staty koszt Y c[m] 7ibi-

Istnieje rozwigzanie optymalne bazowe dopuszczalne, ktérego sktadowe
X; oczywiscie spetniajg ograniczenia x; < M, j € [n]. O
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Teoretyczne podstawy algorytmu sympleks..

Dowdd. Macierz uktadu jest rzedu m. Wtedy ¢” mozna przedstawi¢ jako
kombinacije liniowg wierszy A:

CT = Z ’7,'3T [ CTX = Z ’y,-b,-, vi € R.

ie[m] ie[m]

Wszystkie rozwigzania Ax = b, x > 0 majg staty koszt Y c[m] 7ibi-
Istnieje rozwigzanie optymalne bazowe dopuszczalne, ktérego sktadowe
X; oczywiscie spetniajg ograniczenia x; < M, j € [n]. O
Zatozenie (0 ograniczonosci)

Zbior X jest ograniczony.
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Geometryczna interpretacja problemu LP

A

40 K

. \
—4x1 — 5Xo — min \
30 N
X1 + %Xg < 30
2x1 + 4x < 80 20 ¢ Optymalne

rozwigzanie (%)

X1 20,x%>0
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Geometryczna interpretacja problemu LP...

—4x1 — 3Xo — min
X1 + %Xg < 30
2x1 + 4x < 80
X1 >20,x>0

Nieskoniczenie
wiele rozwiazan
optymalnych, z* = Az + (1 — Nz, A € [0,1]




Teoretyczne podstawy algorytmu sympleks
oooooooooooooooooooooooooo

3X1 + Xo — min
X1 + X2 > 20
—Xi + 25x% < 75
Xq > 5
X1 20,x%>0

Rozwiazanie
optymalne
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Wtasnosc¢ problemu liniowego programowania

$2A

40 |-

30

20

10

10 20

30 40

Rozwigzania optymalne

10 20 30
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Wtasnosc¢ problemu liniowego programowania...

Twierdzenie (o optimum w wierzchotku)

Jezeli zatoZenia zatozenia o rzedzie, 0 niesprzecznosci i ograniczonosci
sg spetnione, to ¢’ x przyjmuje warto$¢ najmniejszg w X w co najmniej
jednym wierzchotku tego zbioru.

Jezeli kilka wierzchotkow X reprezentuje rozwigzanie optymalne, to
wypukta kombinacja tych wierzchotkow jest takze rozwigzaniem
optymalnym.
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Wiasnosé problemu liniowego programowania...
Twierdzenie (bez dowodu)
Jezeli X C R" jest wieloscianem wypuktym, kazdy punkt x € X mozna
przestawic jako wypukta kombinacje jego wierzchotkéw .. % tzn.

x=S \%,
J€l]

Y A=1,
Jel]
A > 0,j €4

Inaczej o

X:conv()?1,...,x ),

A

conv()“(1, . ,)“(g) jest otoczka wypukta punktéw X' ... X',

Zam
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Wtasnosc¢ problemu liniowego programowania...

Dowdd (twierdzenia o optimum w wierzchotku).
Niech x* € X bedzie rozwigzaniem optymalnym, ;.

c’'x* =minc'x.
xeX
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Wtasnosc¢ problemu liniowego programowania...

Dowdd (twierdzenia o optimum w wierzchotku).
Niech x* € X bedzie rozwigzaniem optymalnym, tj.

c’'x* =minc'x.
xeX

Z twierdzenia “bez dowodu” x* mozemy przedstawic:

=3 A N0 el Y N=1,
jet] It

gdzie X' sa wierzchotkami X.
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Wtasnosc¢ problemu liniowego programowania...
Zatem

minc’x =¢'x* =¢’ (Z )\j)?/) =Y Ne'X.

xex el jell
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Wtasnosc¢ problemu liniowego programowania...

Zatem
minc’x =¢'x* =¢’ (Z )\jf(j) =S AR
xex el jeld]

Niech .
c’x =minc’X.
Jel]
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Wtasnosc¢ problemu liniowego programowania...
Zatem
minc’x =¢'x* =¢’ (Z )\jf(j> =S AR
xeX h h
€[f] Jeld]
Niech ,
¢’x" =minc’¥.
jeld
Stad
mine’x=c"x* =S Ne'H > "X Y N =X
xeX ; h
IS0 J€l]

minc'x >c’x".
xeX
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Wtasnosc¢ problemu liniowego programowania...

Poniewaz X" € X, to

minc’x <c’x’.

xeX
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Wtasnosc¢ problemu liniowego programowania...

Poniewaz X" € X, to

Ostatecznie dostajemy

minc'x <c’x’

xeX

minc’'x =c¢’Xx’".

xeX
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Wtasnosc¢ problemu liniowego programowania...

Poniewaz X" € X, to
r

Tx".

minc’ x <C
xeX

Ostatecznie dostajemy
minc’x =c'x".
xeX

koniec pierwszej czesci dowodu.
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Wtasnosc¢ problemu liniowego programowania...
Niech %', .., %" beda takie, ze

c’% =cTx", je[K].
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Wtasnosc¢ problemu liniowego programowania...
Niech X',..., X" beda takie, ze
c’% =cTx", je[K].
WezZzmy kombinacje wypuktg tych wierzchotkéw

X =% A&
JelK]
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Wtasnosc¢ problemu liniowego programowania...
Niech X',..., X" beda takie, ze
c’% =cTx", je[K].
WezZzmy kombinacje wypuktg tych wierzchotkéw

X’ = Z >‘j5\(/-
JElK]

€[] jelK] JE[K]
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Wtasnosc¢ problemu liniowego programowania...
Niech X',..., X" beda takie, ze
c’% =cTx", je[K].
WezZzmy kombinacje wypuktg tych wierzchotkéw

X’ = Z >‘j5\(/-
JElK]

€[] jelK] JE[K]
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|dea algorytmu

Spostrzezenie

Aby znalez¢ rozwigzanie
optymalne zadania
programowania liniowego
wystarczy inteligentnie przejrze¢
wierzchotki zbioru rozwigzan
dopuszczalnych (lub rownowaznie
rozwigzania bazowe
dopuszczalne) i wybrac
wierzchotek, w ktdrym wartosc
funkcji celu jest optymalna.

Drugi
wierzchote

X2

Optymalne
rozwiazanie
10 20 30 40 T
Wierzcholek
startowy
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Uwagi na temat tresci wyktadu

Tres¢ wyktadu w catosSci zostata przygotowana na podstawie ksigzek

[ Ireneusz Nykowski.
Programowanie liniowe.
PWE, Warszawa, 1980.

[§ Christos H. Papadimitriou, Kenneth Steiglitz.
Combinatorial optimization: algorithms and complexity.
Dover Publications Inc., 1998.
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