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Dualno$¢ w programowaniu liniowym
Rozwazmy zagadnienie prymalne w postaci kanonicznej:
min ¢’x
_[Ax>b (1)
Xp = { x>0,
gdzie Ac R™" ce R"ib e R™ x € R" jest wektorem n nieujemnych
zmiennych decyzyjnych prymalnych.
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Dualno$¢ w programowaniu liniowym
Rozwazmy zagadnienie prymalne w postaci kanonicznej:
min ¢’x
_[Ax>b (1)
Xp = { x>0,
gdzie Ac R™" ce R"ib e R™ x € R" jest wektorem n nieujemnych
zmiennych decyzyjnych prymalnych.
Zagadnienie dualne do zagadnienia prymalnego (1) jest nastepujacej
postaci:

max b'x max b'w
_[7TA<cT & o [ATn<c (2)
P=1 x>0 P=Y x>0,
gdzie # € R™ jest wektorem m nieujemnych zmiennych decyzyjnych
b2

dualnych.
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Dualnos$¢ w programowaniu liniowym...
W przypadku zagadnienia prymalnego w postaci standardowe]

min ¢’x
{ Ax =b (3)

Xp = x>0,
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Dualnos$¢ w programowaniu liniowym...
W przypadku zagadnienia prymalnego w postaci standardowe]

min ¢'x
_[Ax=b (3)
Xp = { x>0,
zagadnienia dualne jest postaci:
max b'x max b'w
[ wTA<CT & g Alr<c (4)
D=\ neRrm D=\ reRrm

gdzie 7 € R™ jest wektorem m zmiennych decyzyjnych dualnych
nieograniczonych co do znaku. )
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Dualnos$¢ w programowaniu liniowym...
e Zmienna dualna 7; odpowiada /-temu ograniczeniu z zagadnieniu

prymalnym, i € [m].

4am
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Dualnos$¢ w programowaniu liniowym...
e Zmienna dualna 7; odpowiada /-temu ograniczeniu z zagadnieniu

prymalnym, i € [m].
* Zmienna prymalna x; odpowiada j-temu ograniczeniu w zagadnieniu

dualnym, j € [n].

4am
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Dualnos$¢ w programowaniu liniowym...
e Zmienna dualna 7; odpowiada /-temu ograniczeniu z zagadnieniu
prymalnym, i € [m].
* Zmienna prymalna x; odpowiada j-temu ograniczeniu w zagadnieniu
dualnym, j € [n].
Zaleznosci miedzy zadaniami prymalnym i dualnym, gdzie a/ i A; sa
odpowiednio i-tym wierszem i j-tg kolumng macierzy A i
IM_| + [Ms] = mi [N| + [Ng| = n.
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Dualnos$¢ w programowaniu liniowym...
e Zmienna dualna 7; odpowiada /-temu ograniczeniu z zagadnieniu
prymalnym, i € [m].
* Zmienna prymalna x; odpowiada j-temu ograniczeniu w zagadnieniu
dualnym, j € [n].
Zaleznosci miedzy zadaniami prymalnym i dualnym, gdzie a/ i A; sa
odpowiednio i-tym wierszem i j-tg kolumng macierzy A i
IM=| + M| = mi|Nz| + |Ne| = n.
Prymalne Dualne
minc’x maxb’m
a,-Tx:b,- i e M- mi € R
a,-Tx>b,- I'EMZ mi >0
Xj>0 jEN; 7TTAj<Cj
x;i€R jeNg 7wTA =g §
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Dualnos$¢ w programowaniu liniowym...

Zadanie prymalne:

min 40x; + 216x2 4+ 240x3
2x1 + 18x2 +24x3 > 160 (w1 > 0)
4x1 +18x2 + 12x3 > 200 (w2 > 0)
X120, >0,x3>0.

4am
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Dualnos$¢ w programowaniu liniowym...

. Zadanie dualne:
Zadanie prymalne:

max 16071 + 20075
21 +4m < 40 (x1 = 0)
1871 + 181 <216 (x2 > 0)
2471 + 121, <240 (X3 > 0)
w2 0,m > 0.

min 40x; + 216x2 4+ 240x3
2x1 +18x2 +24x3 > 160 (w1 > 0)
4x1 +18x2 + 12x3 > 200 (w2 > 0)
X120, >0,x3>0.

Zamy
€7
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Dualnos$¢ w programowaniu liniowym...

Zadanie prymalne:

min 10x7 + 4Xo

2xX1+3x% >0 (7T1>0)
2x1 +1x =3 (WQER)
(m3 > 0)

1x1 +12x0 > 1
X1 20, eR.

4am
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Dualnos$¢ w programowaniu liniowym...

Zadanie prymalne: i
Zadanie dualne:

min 10x7 + 4x.
! 2 max Oy + 3mo + 173

2xX1+3x% >0 >0

T (1 >0) 2m +2m +1m3 <10 (X > 0)
2atie=3  (mcR) 3r 4+ 1m+12m3 =4 (% €R)
1xi+12x%>1  (13>0) T e e 2

m 2 0,m € R,m3 > 0.
x1 > 0,% € R. - A
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Dualnos$¢ w programowaniu liniowym...

Bez straty ogélnosci przyjmijmy, nastepujgce zatozenie.

Zatozenie
Zadanie prymalne jest problemem minimalizacyjnym (oczywiscie wtedy

dualne jest problemem maksymalizacyjnym).
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Dualnos$¢ w programowaniu liniowym...

Bez straty ogélnosci przyjmijmy, nastepujgce zatozenie.

Zatozenie
Zadanie prymalne jest problemem minimalizacyjnym (oczywiscie wtedy
dualne jest problemem maksymalizacyjnym).

Twierdzenie
Zadanie dualne do dualnego jest zdaniem prymalnym.

Dowdéd.
Oczywisty. O

Zam
2
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Dualnos$¢ w programowaniu liniowym...

Twierdzenie (Stabe twierdzenie o dualnosci)

Jesli zbiory rozwigzan dopuszczalnych Xp i Xp, odpowiednio, zadania
prymalnego i dualnego sg niepuste, to dla dowolnych rozwigzan
dopuszczalnych x € Xp im € Xp zachodzi nierownos¢

b'r <c'x. (5)
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Stabe twierdzenie o dualnosci...
Dowdd.
Podamy dowdd dla postaci kanonicznej (wszystkie inne postaci sg
rownowazne).
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Stabe twierdzenie o dualnosci...

Dowdd.

Podamy dowdd dla postaci kanonicznej (wszystkie inne postaci sg
rownowazne).

Z zatozenia wiemy, ze Xp # ()i Xp # 0.

Zamy
€7
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Stabe twierdzenie o dualnosci...

Dowdd.
Podamy dowdd dla postaci kanonicznej (wszystkie inne postaci sg

rownowazne).
Z zatozenia wiemy, ze Xp # ()i Xp # 0.
Zatem

(Vx € Xp)(Ax > bAXx>0)i(vr e Xp)r'A< e Am>0).



Dualno$¢ w programowaniu liniowym

Stabe twierdzenie o dualnosci...

Dowdd.
Podamy dowdd dla postaci kanonicznej (wszystkie inne postaci sg

rownowazne).
Z zatozenia wiemy, ze Xp # ()i Xp # 0.
Zatem

(Vx € Xp)(Ax > bAXx>0)i(vr e Xp)r'A< e Am>0).
Stad mnozac obustronnie powyzsze nierbwnoéci przez x i «
otrzymujemy:
(Vx € Xp)(Vr € Xp)(nTAx > n"b AT Ax < ¢"x),

Zam
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Stabe twierdzenie o dualnosci...

Dowdd.
Podamy dowdd dla postaci kanonicznej (wszystkie inne postaci sg

rownowazne).
Z zatozenia wiemy, ze Xp # ()i Xp # 0.
Zatem

(Vx € Xp)(Ax > bAXx>0)i(vr e Xp)r'A< e Am>0).
Stad mnozac obustronnie powyzsze nierbwnoéci przez x i «
otrzymujemy:
(Vx € Xp)(Vr € Xp)(nTAx > n"b AT Ax < ¢"x),
(Vx € Xp)(vr € Xp)(n"b < wTAx < ¢7x),

Zam
2
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Stabe twierdzenie o dualnosci...

Dowdd.
Podamy dowdd dla postaci kanonicznej (wszystkie inne postaci sg

rownowazne).
Z zatozenia wiemy, ze Xp # ()i Xp # 0.
Zatem

(Vx € Xp)(Ax > bAXx>0)i(vr e Xp)r'A< e Am>0).

Stad mnozac obustronnie powyzsze nierbwnoéci przez x i «

otrzymujemy:
(Vx € Xp)(Vrr € Xp)(nTAx > n"b A 7rTAx <c'x),
(Vx € Xp)(Vr € Xp)(r'b < TAx x),

Zam
2

(vx € Xp)(Vr € Xp)(#'b< e™x). [
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Stabe twierdzenie o dualnosci...

Whniosek (Réwnos¢ wartosci funkgcji celu)

Jezeli x' jest rozwigzaniem dopuszczalnym zadania prymalnego i’ jest
rozwigzaniem dopuszczalnym zadania dualnego i

b'r' =e'x (6)

wowczas X' i’ sg rozwigzaniami optymalnymi, odpowiednio, zadania
prymalnego i dualnego.
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Stabe twierdzenie o dualnosci...

Dowad.
Ze stabego twierdzenia o dualnosci mamy:

(Vx € Xp)(e"x > b'7').
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Stabe twierdzenie o dualnosci...

Dowad.
Ze stabego twierdzenia o dualnosci mamy:

(Vx € Xp)(e"x > b'x").
Z zatozenia (6) wiemy, ze b'n’ = ¢"x'. Stad

(Vx € Xp)(c"x > cx).
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Stabe twierdzenie o dualnosci...

Dowad.
Ze stabego twierdzenia o dualnosci mamy:

(Vx € Xp)(e"x > b'x").
Z zatozenia (6) wiemy, ze b'n’ = ¢"x'. Stad
(Vx € Xp)(c"x > cx).

Zatem x’ jest rozwigzaniem optymalnym zadania prymalnego.
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Stabe twierdzenie o dualnosci...
Dowdd.
Ze stabego twierdzenia o dualnosci mamy:
(Vx € Xp)(e"x > b'7').
Z zatozenia (6) wiemy, ze b'n’ = ¢"x'. Stad
(Vx € Xp)(c"x > cx).

Zatem x’ jest rozwigzaniem optymalnym zadania prymalnego.
Podobnie dowodzimy, ze 7’ jest rozwigzaniem optymalnym zadania
dualnego. H

Zam
2
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Stabe twierdzenie o dualnosci...
Whiosek (nieograniczne—sprzeczne)

Jezeli zadanie dualne jest nieograniczone, to zadanie prymalne jest
sprzeczne.

Dowdd.
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Stabe twierdzenie o dualnosci...
Whiosek (nieograniczne—sprzeczne)

Jezeli zadanie dualne jest nieograniczone, to zadanie prymalne jest
sprzeczne.

Dowdd.
Zatézmy nie wprost, ze istnieje rozwigzanie dopuszczalne x’ zadania
prymalnego.
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Stabe twierdzenie o dualnosci...

Whiosek (nieograniczne—sprzeczne)

Jezeli zadanie dualne jest nieograniczone, to zadanie prymalne jest
sprzeczne.

Dowdéd.

Zatbzmy nie wprost, ze istnieje rozwigzanie dopuszczalne x’ zadania
prymalnego.

Ze stabego twierdzenia o dualnosci mamy:

(vr € Xp)(b'w < €7X').
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Stabe twierdzenie o dualnosci...

Whiosek (nieograniczne—sprzeczne)

Jezeli zadanie dualne jest nieograniczone, to zadanie prymalne jest
sprzeczne.

Dowdd.

Zatézmy nie wprost, ze istnieje rozwigzanie dopuszczalne x’ zadania
prymalnego.

Ze stabego twierdzenia o dualnosci mamy:

(vr € Xp)(b'w < €7X').

Sprzecznos¢ z faktem, ze zadanie dualne jest nieograniczone. O
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Stabe twierdzenie o dualnosci...

Whiosek (nieograniczne—sprzeczne)
Jezeli zadanie dualne jest nieograniczone, to zadanie prymalne jest
sprzeczne.

Dowdéd.

Zatbzmy nie wprost, ze istnieje rozwigzanie dopuszczalne x’ zadania
prymalnego.

Ze stabego twierdzenia o dualnosci mamy:

(vr € Xp)(b'w < €7X').

Sprzecznos¢ z faktem, ze zadanie dualne jest nieograniczone. O

Whiosek (nieograniczne—sprzeczne)
Jezeli zadanie prymalne jest nieograniczone, to dualne jest sprzeczne.

w
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Silne twierdzenie o dualnosci

Twierdzenie (Silne twierdzenie o dualnosci)

Jezeli jedno zadan, prymalne lub dualne, ma skoriczone rozwigzanie

optymalne, to drugie tez ma skonczone rozwigzanie optymalne i wartosc
funkcji celu sg rowne, tj.

max b'w = min ¢'x. (7)
weXp xeXp
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Silne twierdzenie o dualnosci...

Dowadd.
Zatbzmy, ze zadanie prymalne ma skonczone rozwigzanie optymaine
(dla zadania dualnego dowdd jest podobny).
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Silne twierdzenie o dualnosci...

Dowadd.

Zatbézmy, ze zadanie prymalne ma skonczone rozwigzanie optymalne
(dla zadania dualnego dowdd jest podobny).

Stad istnieje optymalne rozwigzanie bazowe dopuszczalne x, {j.

Ax =b,x >0,x = [xB xP]",

gdzie xB = B-'b i xP = 0, a podmacierz B jest baza.

Zam
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Silne twierdzenie o dualnosci...

Dowadd.

Zatbézmy, ze zadanie prymalne ma skonczone rozwigzanie optymalne
(dla zadania dualnego dowdd jest podobny).

Stad istnieje optymalne rozwigzanie bazowe dopuszczalne x, {j.

Ax =b,x >0,x = [xB xP]",

gdzie xB = B-'b i xP = 0, a podmacierz B jest baza.
X spetnia warunek optymalnosci

c—z>0,

gdZie CT = [C17 ) Cn]1 Z = [217 S ;Zn]Ta Zk = (CB)Tyk = (CB)TBidlAks a
Ay jest k-tg kolumng macierzy A, k € [n].

Zam
2
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Zatem

0000

Silne twierdzenie o dualnosci...

Informacja o rozwigzaniu dualnym w tablicy sympleksowej
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Zatem

Informacja o rozwigzaniu dualnym w tablicy sympleksowej

0000

Silne twierdzenie o dualnosci...

c'—z" >0,

4am
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Zatem

Informacja o rozwigzaniu dualnym w tablicy sympleksowej

0000

Silne twierdzenie o dualnosci...

c’—zT>0T",

c" —[(cBY'B'A;,....(cB)B'A] >0,

4am
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Silne twierdzenie o dualnosci...
Zatem

c'—z">0",
c’ —[(cB)'B'A,....(cB)'B'A] >0,
CT o (CB)TBi1 [A17 s ,An] 2> 0T7
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Silne twierdzenie o dualnosci...
Zatem

c'—z">0",

ol _ [( cB)B'A,,....(cB) B 1A, > 07
¢’ — (BB A;,.... A > 07

¢’ — (BB A oT
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Silne twierdzenie o dualnosci...
Zatem

c'—z">0",

cT _ [( )TB—1A (CB)TB—1An] >07
cT _ (CB)TB 1[A Al > o7

c’ —(cB)'B'A> oT

(BB 'A<’
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Silne twierdzenie o dualnosci...

Zatem
c’—zT>0"
e - [( )TB—‘A (BB A =07
CT ( B)TB 1[A n] >0T
¢’ — (cB)B'A> oT

(BB 'A<’

Oznaczajgc (¢B)"B~" przez n" dostajemy rozwigzanie dopuszczalne
zadania dualnego:
nTA<c’

Zam
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Silne twierdzenie o dualnosci...

Trzeba jeszcze pokazac, ze wartos¢ funkcji celu zadania dualnego dla
jest rowna wartosci funkcji celu zadania prymalnego dla x i ze 7 jest
rozwigzaniem optymalnym.
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00000000000000800000000

Silne twierdzenie o dualnosci...

Trzeba jeszcze pokazac, ze wartos¢ funkcji celu zadania dualnego dla
jest rowna wartosci funkcji celu zadania prymalnego dla x i ze 7 jest
rozwigzaniem optymalnym.

b'r=n"b=(cB)"B'b=(cB)'xB=c'x.
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Silne twierdzenie o dualnosci...

Trzeba jeszcze pokazac, ze wartos¢ funkcji celu zadania dualnego dla
jest rowna wartosci funkcji celu zadania prymalnego dla x i ze 7 jest
rozwigzaniem optymalnym.

b'r=n"b=(cB)"B'b=(cB)'xB=c'x.

Stad i wniosku (réwnos¢ warto$ci funkcji celu) wynika optymalnosé =
dla zadania dualnego. [
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Trzy sytuacje w liniowym programowaniu
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Trzy sytuacje w liniowym programowaniu

1. Zadanie ma skonczone rozwigzanie optymalne - wartosci funkcji
celu sg ograniczone z dotu (odp. z goéry) dla zadania minimalizaciji
(odp. maksymalizacji) na zbiorze rozwigzan dopuszczalnych.



Dualno$¢ w programowaniu liniowym
00000000000000080000000

Trzy sytuacje w liniowym programowaniu

1. Zadanie ma skonczone rozwigzanie optymalne - wartosci funkcji
celu sg ograniczone z dotu (odp. z goéry) dla zadania minimalizaciji
(odp. maksymalizacji) na zbiorze rozwigzan dopuszczalnych.

2. Wartosci funkcji celu nie sg ograniczone z dotu (odp. z gory) dla
zadania minimalizacji (odp. maksymalizacji) na zbiorze rozwigzan
dopuszczalnych - zadanie nieograniczone.

Zam
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Trzy sytuacje w liniowym programowaniu

1. Zadanie ma skonczone rozwigzanie optymalne - wartosci funkcji
celu sg ograniczone z dotu (odp. z goéry) dla zadania minimalizaciji
(odp. maksymalizacji) na zbiorze rozwigzan dopuszczalnych.

2. Wartosci funkcji celu nie sg ograniczone z dotu (odp. z gory) dla
zadania minimalizacji (odp. maksymalizacji) na zbiorze rozwigzan
dopuszczalnych - zadanie nieograniczone.

3. Zbior rozwigzan dopuszczalnych jest pusty - zadanie sprzeczne.

Zam
2



Zaleznosci miedzy zadaniami prymalnym i dualnym

Dualno$¢ w programowaniu liniowym
00000000000000008000000

Zadanie dualne

skonczone zadanie zadanie
rozwigzanie | nieograniczone | sprzeczne
optymalne
skonczone
g rozwigzanie @ X X
g optymalne
) zadanie
@ | nieogran ©),
® | nieograniczone X X
2 d
(3]
© -
RS zadanie
sprzeczne X @ @
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Zaleznosci miedzy zadaniami...

Zadanie dualne
skofczone zadanie zadanie
rozwigzanie nieograniczone sprzeczne
optymalne

skonczone
[}
£ rozwigzanie @ X X
g optymalne
s zadanie
(o] . .
‘g nieograniczone X X @
ke
T H
N zadanie

sprzeczne X @ @
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Informacja o rozwigzaniu dualnym w tablicy sympleksowej

Zaleznosci miedzy zadaniami...

Zadanie dualne

skofczone zadanie zadanie
rozwigzanie nieograniczone sprzeczne
optymalne

skonczone
[}
£ rozwigzanie @ X X
g optymalne
s zadanie
(o] . .
‘g nieograniczone X X @
ke
T H
N zadanie

sprzeczne X @ @

e 7 silnego twierdzenie o dualnosci

wynika przypadek @ Ponadto
twierdzenie to eliminuje rowniez
pozostate przypadki w pierwszym
wierszu i pierwszej kolumnie (X).



Dualno$¢ w programowaniu liniowym

000000000000 00000e00000

Zaleznosci miedzy zadaniami...

Zadanie dualne

Zadanie prymalne

skofczone zadanie zadanie
rozwigzanie nieograniczone sprzeczne
optymalne
skonczone
rozwigzanie @ X X
optymalne
zadanie

nieograniczone

®

zadanie

sprzeczne

®

e 7 silnego twierdzenie o dualnosci

wynika przypadek @ Ponadto
twierdzenie to eliminuje rowniez
pozostate przypadki w pierwszym
wierszu i pierwszej kolumnie (X).

Z wnioskow
(nieograniczne—sprzeczne)
otrzymujemy przypadek @ kiedy
zadanie prymalne (dualne) jest
nieograniczone i eliminujemy
przypadek w drugim wierszu i
drugiej kolumnie (X).
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000000000000 00000e00000

Zaleznosci miedzy zadaniami...

Zadanie dualne

Zadanie prymalne

skofczone zadanie zadanie
rozwigzanie nieograniczone sprzeczne
optymalne
skonczone
rozwigzanie @ X X
optymalne
zadanie

nieograniczone

®

zadanie

sprzeczne

®

e 7 silnego twierdzenie o dualnosci

wynika przypadek @ Ponadto
twierdzenie to eliminuje rowniez
pozostate przypadki w pierwszym
wierszu i pierwszej kolumnie (X).

Z wnioskow
(nieograniczne—sprzeczne)
otrzymujemy przypadek @ kiedy
zadanie prymalne (dualne) jest
nieograniczone i eliminujemy
przypadek w drugim wierszu i
drugiej kolumnie (X).

® Pozostaje jeszcze rozpatrzyé

przypadki, kiedy zadanie prymalne
(dualne) jest sprzeczne.

2

Zam
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Zaleznosci miedzy zadaniami...

Okazuije sie, ze jezeli zadanie prymalne (odp. dualne) jest sprzeczne to
zadanie dualne (odp. prymalne) moze byc¢ tez sprzeczne - jest to

przypadek @



Dualno$¢ w programowaniu liniowym
000000000000000000e0000

Zaleznosci miedzy zadaniami...

Okazuije sie, ze jezeli zadanie prymalne (odp. dualne) jest sprzeczne to
zadanie dualne (odp. prymalne) moze by¢ tez sprzeczne - jest to
przypadek @

Ponizszy przyktad ilustruje te sytuacje:

min Xy max 7y + o
X1+ Xo > 1 m —mo =1
Xp{ —X1—Xo > 1 XD{ m —7me =0
XTeER o eR m >0,m1>0

katwo zauwazy¢, ze Xp = i Xp = () (przypadek @).

Zam
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Zaleznosci miedzy zadaniami...

Ponadto, z faktu, ze zadanie dualne (odp. prymalne) jest sprzeczne
moze wynikac, ze zadanie dualne (odp. prymalne) jest nieograniczone

(przypadek @).



Dualno$¢ w programowaniu liniowym
0000000000000000000e000

Zaleznosci miedzy zadaniami...

Ponadto, z faktu, ze zadanie dualne (odp. prymalne) jest sprzeczne
moze wynikac, ze zadanie dualne (odp. prymalne) jest nieograniczone

(przypadek @).
Zatézmy, ze w zadaniu prymalnym x; > 0, x» > 0, wtedy nadal Xp = 0, i

min Xi max 71 + o
Xy + X2 > 1 m —mo < 1
Xp{ —X1—X2>1 XD{ 7T1—7T2<0
X120,x%>0 m >0,m1>0

Teraz Xp = ()i Xp # 0, ale zadanie dualne jest nieograniczone
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Twierdzenie o réznicach dopetniajgcych

Twierdzenie (o roznicach dopetniajgcych)
Dwa rozwigzania dopuszczalne x € Xp i € Xp, odpowiednio, zadania
prymalnego i dualnego sg optymalne wtedy i tylko wtedy, gdy spetnione
sg nastepujgce warunkKi:
(vi € [m])(mi(a] x — bi) = 0), (8)
() € [M)((c; — =" Aj)x; = 0), (9)

gdzie a] i A; sa, odpowiednio, i-tym wierszem, j-ta kolumna macierzy A.

Zam
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Informacja o rozwigzaniu dualnym w tablicy sympleksowej

0000

Dualno$¢ w programowaniu liniowym

Twierdzenie o r6znicach dopetniajgcych...

Dowdd.
Przyjmijmy oznaczenia
ui=mi(@a'x —b)iv=(c—n"A)x;.

4am

L
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Dualno$¢ w programowaniu liniowym
0000

000000000000 000000000e0

Twierdzenie o r6znicach dopetniajgcych...

Dowdd.
Przyjmijmy oznaczenia

ui=mi(@a'x —b)iv=(c—n"A)x;.
Z dualnych zaleznosci
Ax>b x>0 n"A<c’,t>0

dostajemy
(Vi e [m])(ui > 0) i (V] € [n])(v; > 0).

Zamy
2



Informacja o rozwigzaniu dualnym w tablicy sympleksowej

Dualno$¢ w programowaniu liniowym
0000

000000000000 000000000e0

Twierdzenie o r6znicach dopetniajgcych...

Dowdd.
Przyjmijmy oznaczenia

ui=mi(@a'x —b)iv=(c—n"A)x;.
Z dualnych zaleznosci
Ax>b x>0 n"A<c’,t>0

dostajemy
(vi € [m])(u > 0) i (¥ € [A)(v; > 0).
Zdefiniujmy
u= > u>0,
ie[m]
v=> v;>0.

Jjeln]

Zamy
2
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Twierdzenie o r6znicach dopetniajgcych...
Oczywiscie

u=0<« (Vie[m)(u=m(a'x—-b)=0),
V=0 (Y€ [n])(v; = (¢ —7"A)x; = 0).

Zamy
€7
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Twierdzenie o r6znicach dopetniajgcych...

Oczywiscie

u=0<« (Vie[m)(u=m(a'x—-b)=0),
V=0 (Y€ [n])(v; = (¢ —7"A)x; = 0).

Zauwazmy, ze

utv=> u+> vy=n"(Ax—b)+(c —n A)x=-x"b+c'x.

ie[m] Jjeln]

4am
€7
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Twierdzenie o r6znicach dopetniajgcych...
Oczywiscie
u=0<« (Vie[m)(u=m(a'x—-b)=0),
V=0 (Y€ [n])(v; = (¢ —7"A)x; = 0).
Zauwazmy, ze
u+v=> u+> vi=n(Ax—b)+(c" —aTA)x=-n"b+cx.
ielm  jeln]

Zatem warunki (8) i (9) sg spetnione wtedy i tylko wtedy, gdy u+ v =0 lub
rownowaznie
n'b=c'x. (10)

Zamy
€7



Dualno$¢ w programowaniu liniowym
0000000000000000000000e

Twierdzenie o r6znicach dopetniajgcych...
Oczywiscie
u=0<« (Vie[m)(u=m(a'x—-b)=0),
v=0% (Ve n)(v; = (g —n"Aj)x = 0).

Zauwazmy, ze

utv=> u+> vy=n"(Ax—b)+(c —n A)x=-x"b+c'x.

ie[m] Jeln]

Zatem warunki (8) i (9) sg spetnione wtedy i tylko wtedy, gdy u+ v =0 lub
rownowaznie
n'b=c'x. (10)

Z wniosku (réwnos$¢ wartosci funkgcji celu) i silnego twierdzenie o dualnosci wynika, ze
warunek (10) jest warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby rozwigzania
dopuszczalne x i w byty optymalnymi, odpowiednio, zadan prymalnego i dualnego. [

FA



Informacja o rozwigzaniu dualnym w tablicy sympleksowej
@000

Info 0 rozwigzaniu dualnym w tablicy sympleksowej
Zatbzmy, ze pierwsze rozwigzanie bazowe dopuszczalne jest otrzymane
za pomocg zmiennych sztucznych (jak w metodzie dwéch faz) lub za
pomocg zmiennych uzupetniajgcych Zatézmy, bez straty ogélnosci, ze I
zajmuje pierwsze m kolumn, np.

IXA+Ax=b

x>0

{ x>0

gdzie xA € R™ jest wektorem sztucznych zmiennych, x € R™ jest
wektorem oryginalnych zmiennych, a A € R™*" jest oryginalng macierzg

Zam
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Informacja o rozwigzaniu dualnym w tablicy sympleksowej
@000

Info 0 rozwigzaniu dualnym w tablicy sympleksowej
Zatbzmy, ze pierwsze rozwigzanie bazowe dopuszczalne jest otrzymane
za pomocg zmiennych sztucznych (jak w metodzie dwéch faz) lub za
pomocg zmiennych uzupetniajgcych Zatézmy, bez straty ogélnosci, ze I
zajmuje pierwsze m kolumn, np.

IXA+Ax=0>b
x>0
xA>0

gdzie xA € R™ jest wektorem sztucznych zmiennych, x € R™ jest
wektorem oryginalnych zmiennych, a A € R™*" jest oryginalng macierzg
W tym przypadku baza poczatkowa jest postaci B =1a [x,x*]", x =0,
xA = b, b> 0, jest pierwszym rozwigzaniem bazowym dopuszczalnym
problemu.

Zam
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Informacja o rozwigzaniu dualnym w tablicy sympleksowej
@000

Info 0 rozwigzaniu dualnym w tablicy sympleksowej
Zatbzmy, ze pierwsze rozwigzanie bazowe dopuszczalne jest otrzymane
za pomocg zmiennych sztucznych (jak w metodzie dwéch faz) lub za
pomocg zmiennych uzupetniajgcych Zatézmy, bez straty ogélnosci, ze I
zajmuje pierwsze m kolumn, np.

IXA+Ax=0>b
x>0
xA>0

gdzie xA € R™ jest wektorem sztucznych zmiennych, x € R™ jest
wektorem oryginalnych zmiennych, a A € R™*" jest oryginalng macierzg
W tym przypadku baza poczatkowa jest postaci B =1a [x,x*]", x =0,
xA = b, b> 0, jest pierwszym rozwigzaniem bazowym dopuszczalnym
problemu. Teraz macierz ograniczen A' € R™" jest postaci A’ = [I, A],
gdzie ' = m+ n.

Zam
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Info 0 rozwigzaniu dualnym w tablicy sympleksowej
Pierwsza tablica sympleksowa jest nastepujaca:

G

zmienne wartosci
bazowe zm.bazowych xA x
cB xA b I A
Ci=C —Z

Zamy
€7



Informacja o rozwigzaniu dualnym w tablicy sympleksowej
0000

Info 0 rozwigzaniu dualnym w tablicy sympleksowej
Pierwsza tablica sympleksowa jest nastepujaca:

C.
j

zmienne wartosci

bazowe zm.bazowych xA x
cB xA b I A

Ci=C —2Z

Rozwazmy teraz koncowg tablice sympleksowa, czyli tablice zawierajgca
rozwigzanie bazowe optymalne. Dla tego rozwigzania warunki
optymalnosci muszg by¢ spetnione, mianowicie

Ej:cj—zj>0dlaj:1,...,n/,

gdzie z; = (¢5)"y/, y/ = B"'A; € R™, a A jest j-ta kolumna macierzy A'.
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Info 0 rozwigzaniu dualnym w tablicy sympleksowej

Warunki optymalnosci sa spetnione, w szczegélnosci, dla pierwszych m kolumn
macierzy jednostkowej, czyli

Ci=¢—2z2>0daj=1,....m.

4am
€7
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Info 0 rozwigzaniu dualnym w tablicy sympleksowej

Warunki optymalnosci sa spetnione, w szczegélnosci, dla pierwszych m kolumn
macierzy jednostkowej, czyli

Ci=¢—2z2>0daj=1,....m.
Zatem

6j:Cj—Zj dIaj:1,...,m,

Zamy
€7
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Info 0 rozwigzaniu dualnym w tablicy sympleksowej

Warunki optymalnosci sa spetnione, w szczegélnosci, dla pierwszych m kolumn
macierzy jednostkowej, czyli

Ci=¢—2z2>0daj=1,....m.
Zatem
61':0/'—2]' dIaj:1,...,m,

Ej:cjf(cB)Ty/' daj=1,...,m,

Zamy
€7
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Info 0 rozwigzaniu dualnym w tablicy sympleksowej

Warunki optymalnosci sa spetnione, w szczegélnosci, dla pierwszych m kolumn
macierzy jednostkowej, czyli

Ci=¢—2z2>0daj=1,....m.

Zatem
Ci=¢C—2z daj=1,....,m,
Ci=c—(cB)Ty daj=1,...,m,
¢i=c—(c®)B A daj=1,...,m,

Zamy
€7



Dualno$¢ w programowaniu liniowym

000000000000 00000O000000

Info 0 rozwigzaniu dualnym w tablicy sympleksowej

Warunki optymalnosci sa spetnione, w szczegélnosci, dla pierwszych m kolumn

macierzy jednostkowej, czyli

Zatem

Informacja o rozwigzaniu dualnym w tablicy sympleksowe;j

[e]e] o)

Ci=¢—2z2>0daj=1,....m.

daj=1,...
daj=1,...
daj=1,...
daj=1,...

Zamy
€7
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Info 0 rozwigzaniu dualnym w tablicy sympleksowej

Warunki optymalnosci sa spetnione, w szczegélnosci, dla pierwszych m kolumn
macierzy jednostkowej, czyli

Ci=¢—2z2>0daj=1,....m.

Zatem
Ci=¢C—2z daj=1,....,m,
Ci=c—(cB)Ty daj=1,...,m,
¢i=c—(c®)B A daj=1,...,m,
Ci=c¢—n'A daj=1,...,m,
Ci=c—7'e daj=1,....m,

Zamy
€7
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Info 0 rozwigzaniu dualnym w tablicy sympleksowej

Warunki optymalnosci sa spetnione, w szczegélnosci, dla pierwszych m kolumn
macierzy jednostkowej, czyli

Ci=¢—2z2>0daj=1,....m.

Zatem
Ci=¢C—2Z daj=1,...,m,
Ci=c¢—(cBTy dlaj=1,...,m,
¢i=c—(c®)B A daj=1,...,m,
Ci=c¢—n'A daj=1,...,m,
Ci=c—n'e daj=1,...,m,
Cj=Cj — T daj=1,...,m,

gdzie e; jest j-tg kolumng macierzy jednostkowe;.

Zamy
€7
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Info 0 rozwigzaniu dualnym w tablicy sympleksowej

Warunki optymalnosci sa spetnione, w szczegélnosci, dla pierwszych m kolumn
macierzy jednostkowej, czyli

Ci=¢—2z2>0daj=1,....m.

Zatem
Ci=¢C—2z daj=1,....,m,
Ci=c—(cB)Ty daj=1,...,m,
¢i=c—(c®)B A daj=1,...,m,
Ci=c¢—n'A daj=1,...,m,
Ci=c—7'e daj=1,....m,
Cj=Cj — T daj=1,....,m,

gdzie e; jest j-tg kolumng macierzy jednostkowej. Stad

Wj:cj—Ejdlaj:L...,m.

Zamy
€7
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Uwagi na temat tresci wyktadu

Tres¢ wyktadu w catosSci zostata przygotowana na podstawie ksigzek

@ Christos H. Papadimitriou, Kenneth Steiglitz.
Combinatorial optimization: algorithms and complexity.
Dover Publications Inc., 1998.

[ Ireneusz Nykowski.
Programowanie liniowe.
PWE, Warszawa, 1980.
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