Metody Optymalizacji, wyktad nr 6 Pawel Zielinski

1 Dualno$é w programowaniu liniowym

Rozwazmy zagadnienie prymalne w postaci kanonicznej:

min ¢z

Az >b (1)
XP_{m>m

gdzie A € R™*" ¢ € R™ib e R™. Wektor £ € R” jest wektorem n nieujem-
nych zmiennych decyzyjnych prymalnych. Zagadnienie dualne do zagadnie-
nia prymalnego (1) jest nastepujacej postaci:

max bl max bl
X — mTA<c & X — ATr <e (2)
P=Y x>0 b= x>0,

gdzie wektor m € R™ jest wektorem m nieujemnych zmiennych decyzyjnych
dualnych.
W przypadku zagadnienia prymalnego w postaci standardowej

T

min ¢'x
Az =b (3)
XP_{m>m
zagadnienia dualne jest postaci:
max blm max blm
X alA <l S 5, - ATr <ec (4)
P~ reRrm P~ 7 eRrm,

gdzie wektor m € R™ jest wektorem m zmiennych decyzyjnych dualnych
nieograniczonych co do znaku.

W dalszej czesci wyktadu zobaczymy, Ze zmienna prymalna x; odpowiada
j-temu ograniczeniu w zagadnieniu dualnym, j € [n]. Natomiast zmienna
dualna m; odpowiada i-temu ograniczeniu z zagadnieniu prymalnym, i € [m].

W tabeli 1 przedstawiamy “techniczne” zaleznosci miedzy zadaniami pry-
malnymi i dualnymi w postaci ogdlne;j.

Przyktad 1. Rozwazmy zadanie prymalne (zmienne dualne odpowiadajgce
ograniczeniom podane sq w nawiasach):

min 40z, + 21629 + 240x3
2x1 + 18x9 + 24x3 > 160 (my
4z + 18x9 + 123 > 200 (o
1> 0,20 > 0,23 > 0.

VoV
=)
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Tabela 1: Zaleznoéci migdzy zadaniami prymalnym i dualnym, gdzie a? i A
sa odpowiednio i-tym wierszem i j-ta kolumna macierzy A i |M=|+|M>| =m
i |Ns|+|Ng| =n.

Prymalne Dualne
minc’z maxb’ 7
G,ZTZ‘:bi 1€ M_ m €R

alz>b, ieMs m>0
;>0 jENs 7wlA;<¢
a:jE]R j € Nr WTAj:Cj

Opowiadajgce zadanie dualne jest postaci:

max 16071 + 2007y

211 + 4mo < 40 (1‘1>O)
18m; 4+ 187 < 216 (x2 > 0)
2471 + 12m9 < 240 ($3 > 0)

T > 0, v > 0.
Rozwazmy zadanie prymalne w postaci ogdlnej (zob. tabela 1):

min 10z 4 4x9

221+ 322 >0 (m > 0)
201 + 1z =3 (7‘1’2 GR)
le; + 1229 > 1 (7T3 > 0)

z1 2 0,20 € R.
Opowiadajgce zadanie dualne jest postaci:

max 0wy + 3mg + 13
21 + 2my + 1m3 < 10 (r1>0)
3m + 1lmg + 1273 = 4 (z2 € R)
m 2 0,m € R,w3 > 0.

Bez straty ogoélnosci przyjmijmy, nastepujace zatozenie.

Zalozenie 1. Zadanie prymalne jest problemem minimalizacyjnym (oczywi-
Scie wtedy dualne jest problemem maksymalizacyjnym,).

Twierdzenie 1. Zadanie dualne do dualnego jest zdaniem prymalnym.

Dowdd. Oczywisty. O
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Twierdzenie 2 (Stabe twierdzenie o dualnosci). Jesli zbiory rozwigzan do-
puszczalnych Xp 1 Xp, odpowiednio, zadania prymalnego i dualnego sq¢ nie-
puste, to dla dowolnych rozwigzan dopuszczalnychx € Xp 1w € Xp zachodzi
nierownosé

bw <clzx. (5)

Dowdd. Podamy dowdd dla postaci kanonicznej (wszystkie inne postaci sa
rownowazne). Z zalozenia wiemy, ze Xp # 0 i Xp # (. Zatem (Vz €
Xp)Az > bAaz > 0)i (vr € Xp)(rTA < ¢ Am > 0). Stad mnozac
obustronnie powyzsze nieréwnosci przez i T otrzymujemy:

(Ve € Xp)(vVr € Xp)(nT Az > nTb A7l Az < '),
(Ve € Xp)(vr € Xp)(nTb < T Az < c'x),
(Ve € Xp)(vr € Xp)(nTb < cTx).

O]

Whiosek 1. Jezeli &' jest rozwigzaniem dopuszczalnym zadania prymalnego
i jest rozwigzaniem dopuszczalnym zadania dualnego i

bin' =cla, (6)

wowczas €' 1w sq rozwigzaniami optymalnymi, odpowiednio, zadania pry-
malnego © dualnego.

Dowadd. 7 twierdzenia 2 mamy:

(Ve € Xp)(cTz > bTn').
Z (6) wiemy, ze bTn' = ¢Tx’. Stad

(Ve € Xp)(clz > ).

Zatem z' jest rozwigzaniem optymalnym zadania prymalnego.
Podobnie dowodzimy, ze 7’ jest rozwigzaniem optymalnym zadania du-
alnego. O

Whniosek 2. Jezeli zadanie dualne jest nieograniczone, to zadanie prymalne
jest sprzeczne.

Dowdd. Zatézmy nie wprost, ze istnieje rozwiazanie dopuszczalne ' zadania
prymalnego. Z twierdzenia 2 mamy:

(vr € Xp)(b'n < e''z)).

Sprzecznosé z faktem, ze zadanie dualne jest nieograniczone. O
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Whniosek 3. Jezeli zadanie prymalne jest nieograniczone, to zadanie dualne
jest sprzeczne.

Twierdzenie 3 (Silne twierdzenie o dualnosci). Jezeli jedno zadari, pry-
malne lub dualne, ma skoriczone rozwigzanie optymalne, to drugie tez ma
skoriczone rozwigzanie optymalne i wartosé funkcji celu sq rowne, tj.

max b’m = min ¢’ z. (7)
neXp zeXp

Dowaod. Zaldézmy, ze zadanie prymalne ma skoificzone rozwiazanie optymalne
(dla zadania dualnego dowod jest podobny). Stad istnieje optymalne roz-
wigzanie bazowe dopuszczalne z, tj. Az = b,x > 0, x = [xB 2P]T, gdzie
2B = B7'bi 2P =0, a podmacierz B jest baza, spelniajace warunek opty-

malnosci

c—2z22>0,
gdZie cT - [cla e 7071]7 z = [2’17 tey ZTZ]T7 Rk = (CB)Tyk - (cB)TBilAka a Ak
jest k-ta kolumna macierzy A.
Zatem

' =2 > 07,

" —[(cB)'B'Ay,...,(cB)'B7A,] > 07,

¢’ — (BB AL, ..., A,] > 07,

T

"' — (BB 1A> 07,
®)TB A< .

Oznaczajac (cB)TB_1 przez w1 dostajemy rozwigzanie dopuszczalne zadania

dualnego:
nTA <.

Trzeba jeszcze pokazaé, ze wartosé funkcji celu zadania dualnego dla 7 jest
rowna wartos$ci funkcji celu zadania prymalnego dla x i Zze 7 jest rozwiaza-
niem optymalnym.

b'r =77 = (P)TB~'b = (cB)T2B = .
Stad i wniosku 1 wynika optymalno$é m dla zadania dualnego. O

Dla zadania programowania liniowego zachodzg zawsze trzy sytuacje:

1. zadanie ma skoriczone rozwiazanie optymalne - wartosci funkcji celu
sa ograniczone z dotu (odp. z gory) dla zadania minimalizacji (odp.
maksymalizacji) na zbiorze rozwiazai dopuszczalnych,
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2. wartosci funkeji celu nie sg ograniczone z dotu (odp. z gory) dla zadania
minimalizacji (odp. maksymalizacji) na zbiorze rozwiazan dopuszczal-
nych - zadanie nieograniczone,

3. zbidr rozwiazan dopuszczalnych jest pusty - zadanie sprzeczne.

Tabela 2 zalezno$ci miedzy zadaniami prymalnym i dualnym. Z twier-
dzenia 3 wynika przypadek @ Ponadto twierdzenie to eliminuje rowniez
pozostate przypadki w pierwszym wierszu i pierwszej kolumnie (X). Z wnio-
skow 2 i 3 otrzymujemy przypadek @, kiedy zadanie prymalne (dualne)
jest nieograniczone i eliminujemy przypadek w drugim wierszu i drugiej ko-
lumnie (X). Pozostaje jeszcze rozpatrzy¢ przypadki, kiedy zadanie prymalne
(dualne) jest sprzeczne. Okazuje sie, ze jezeli zadanie prymalne (odp. dualne)
jest sprzeczne to zadanie dualne (odp. prymalne) moze by¢ tez sprzeczne -
jest to przypadek @ Ponizszy przyktad ilustruje te sytuacje:

min xp max m + mo
r1+a22>1 m —my =1
Xp = —x1—xz021 Xp= m — 1y =0
xleR,I'QGR 7T1>0,7T2>0

Latwo zauwazy¢, ze Xp = 0 1 Xp = 0 (przypadek @) Ponadto, z faktu,
ze zadanie dualne (odp. prymalne) jest sprzeczne moze wynikaé, ze zadanie
dualne (odp. prymalne) jest nieograniczone (przypadek @) Wr6émy do
powyzszego przyktadu. Jesli zatozymy, ze w zadaniu prymalnym z; > 0, z2 >
0, nadal Xp = (), wowczas zadanie dualne jest postaci:

max 7y + 7o
7T1—7T2<1
Xp = m —m <0
71'120,71’220

Teraz Xp # 0, ale zadanie dualne jest nieograniczone.

Twierdzenie 4 (o roznicach dopelniajacych). Dwa rozwigzania dopuszczal-
nex € Xp 1w € Xp, odpowiednio, zadania prymalnego © dualnego sq opty-
malne wtedy © tylko wtedy, gdy spetnione sq nastepujace warunki:

(Vi € [m])(mi(aj & — b;) = 0), (8)
(V5 € [n])((¢j — 7" Aj)a; = 0), (9)
gdzie a;fp i A; sq, odpowiednio, i-tym wierszem, j-tq kolumng macierzy A.

Dowdd. Przyjmijmy oznaczenia u; = mi(alz — b;) i v; = (¢j — 7l Aj)x;. Z
dualnych zaleznosci (Az > b,z > 0, 7TA < ¢’',m > 0) dostajemy (Vi €
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Tabela 2: Zalezno$ci miedzy zadaniami prymalnym i dualnym

Zadanie dualne

skoriczone zadanie zadanie
rozwigzanie | nieograniczone | sprzeczne
optymalne
skoniczone
s rozwigzanie @ X X
—
g optymalne
> zadanie
o . .
o | nieograniczone X X @
‘g
9
& zadanie
N
sprzeczne X @ @

(m])(u; = 0) i (V5 € [n])(v; > 0). Zdefiniujmy

Oczywiscie

u=0<%& (VZ € [m])(ul = m(a;m — bl) = 0),
v=0% (Y] € [n])(v; = (¢ — 7" Aj)a; = 0).

Zauwazmy, ze

utv= Z u; + Z v =" (Ax —b) + (c" — 7T A)z = —7'b+c'x.

i€[m] j€ln]

Zatem warunki (8) i (9) sa spelnione wtedy i tylko wtedy, gdy v+ v = 0 lub

rownowaznie
alb=clz. (10)

Z wniosku 1 i twierdzenia 3 wynika, ze warunek (10) jest warunkiem ko-
niecznym i dostatecznym na to, aby rozwigzania dopuszczalne & i ™ byly
optymalnymi, odpowiednio, zadan prymalnego i dualnego. ]
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2 Informacja o rozwigzaniu dualnym w tablicy sym-
pleksowej

Przedstawimy teraz jak wydoby¢ informacje o rozwigzaniu dualnym z
tablicy sympleksowej bez rozwigzywania zadania dualnego.

Zatozmy, ze pierwsze rozwigzanie bazowe dopuszczalne jest otrzymane
za pomoca zmiennych sztucznych (jak w metodzie dwoch faz) lub za pomo-
ca zmiennych uzupelniajacych (dodajemy zmienne, aby przeksztalci¢ ogra-
niczenia nieréwnosciowe w réwnosciowe), czyli w przeksztalconym zadaniu
programowania linowego macierz uktadu ograniczen zawiera macierz jednost-
kowa. Zaldézmy, bez straty ogélnosci, ze zajmuje pierwsze m kolumn, np.

Iz4 + Az =b
x>0
4 >0

gdzie 24 € R™ jest wektorem sztucznych zmiennych, € R™ jest wekto-
rem oryginalnych zmiennych, a A € R™*" jest oryginalng macierza W tym
przypadku baza poczatkowa jest postaci B =1 a [z,24]”, £ = 0, 2% = b,
b > 0, jest pierwszym rozwigzaniem bazowym dopuszczalnym problemu. Te-
raz macierz ograniczen A’ € R™*" jest postaci A’ = [I, A], gdzie n' = m+n.
Pierwsza tablica sympleksowa jest nastepujaca:

5

zmienne wartosci

bazowe  zm. bazowych z4 =z
B 24 b I A

Cj:Cj—Zj

Rozwazmy teraz koncows tablice sympleksowa, czyli tablice zawierajaca
rozwiazanie bazowe optymalne. Dla tego rozwiazania warunki optymalnosci
musza by¢ spelnione, mianowicie

¢j=cj—z>0dlaj=1,...,n,

gdzie z; = (B)Ty!, y/ = B_lAg- € R™, a A jest j-ta kolumna macierzy
A’. Przypomnijmy, ze wektor kolumn [y',...,y"| znajduje sic w koncowej
tablicy sympleksowej na miejscu [I, A]. Warunki optymalnosci sa spetnione,
w szczegblnosci, dla pierwszych m kolumn macierzy jednostkowej, czyli

cj=cj—z >0dlaj=1,...,m.
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Zatem
Cj =cj— 2 dlaj=1,...,m,
¢ =cj— (cB)Tyj dlaj=1,...,m,
¢ =cj— (cB)TB_lA;- dlaj=1,...,m,
Ej:cj—'n-TA; dla j=1,...,m,
Ej:cj—ﬂ-Tej dlaj=1,...,m,
Cj =cj — dla j =1,...,m,

gdzie e; jest j-ta kolumng macierzy jednostkowej. Otrzymujemy ostatecznie
rozwigzanie optymalne zadania dualnego m, ktére byto "zaszyte" we wskaz-
nikach optymalnosci:

Uwagi na temat tresci wyktadu

Tres¢ wykladu zostala przygotowana na podstawie ksiazek [2, 1].
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