Metody Optymalizacji, wyktad nr 7 Pawel Zielinski

1 Dualny algorytm sympleks

Rozwazmy zadanie prymalne w postaci standardowej

min ¢’z
Xp = Ax =b (1)
x>0,
odpowiadajace zadanie jest dualne jest postaci:
max bl'w max b’
nTA<c < Alr <e (2)
Xp = m Xp = m
TeR T e R™,

gdzie wektor m € R™ jest wektorem m zmiennych decyzyjnych dualnych
nieograniczonych co do znaku.

Prymalny algorytm sympleks, ktory wcezedniej poznalismy, rozwiazuja-
cy zadanie prymalne w postaci standardowej (1) startuje od rozwiazania
bazowego dopuszczalnego i w kazdym kroku r konstruuje sasiednie rozwia-
zanie bazowe dopuszczalne (wymienia kolumne, zmienna, bazowa z kolumna,
zmienna, niebazowa). Jesli aktualne rozwiazanie bazowe dopuszczalne z(),
tj. Az") = b,z >0, ) = [B zP|T, gdzie zB = B-'b i 2P = 0, a podma-
cierz B jest baza, spelnia warunek optymalnosci

c—22>0, (3)

woéwcezas algorytm koriczy dziatanie.

Przypomnijmy réwniez pare faktéw. Mianowicie, warunek optymalno-
§ci (3) wyraza rowniez dopuszczalno$é rozwiazania dualnego 7’ = (¢B)T"B~1.
Wiemy, zec” = [c1,...,cn), 27 = [21,...,22]7, 21 = (B)Ty* = (cB)T"B~' Ay,
a Ay jest k-ta kolumng macierzy A. Zatem

' —2T > 07,
T [(C )TB lA ( B)TBflAn] > OT,
¢ —(®)'B A --.,An]>0T,
T ( )TBflA > OT7

®)TB A< .

Oznaczajac (¢B)TB~! przez 7T dostajemy rozwiazanie dopuszczalne zadania
dualnego (2):
nlTA <. (4)

Przyjmijmy (jak do tej pory), ze pierwsze m kolumn to kolumny bazowe. Z
twierdzenia o optymalnosci (zob. twierdzenie 2 wyktady nr 4 i 5) warunek
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optymalnosci (3) mozemy zapisaé¢ bardziej szczegdtowo:

cj—z=0 dlaj=1,...,m,
cj—220 dlaj=m+1,...,n.

Roéownowazna postaé jest nastepujaca:

nTAj=c; dlaj=1,...,m,
nlTA;>c; dlaj=m+1,...,n.

(6)

Widzimy, ze dla zmiennych bazowych (kolumn bazowych), rozwiazania ba-
zowego dopuszczalnego x, odpowiadajace im ograniczenia w zadaniu dual-
nym (2) zachodza w postaci rownosci dla rozwiazania 77, a dla niebazowych
zachodza w postaci nieréwnosci.

Podsumowujac prymalny algorytm simpleks startuje od rozwigzania do-
puszczalnego zadania prymalnego (1) i w kazdym kroku zachowuje dopusz-
czalno$é konstruowanego rozwiazania dazac, niejawnie, do dualnej dopusz-
czalnodci - réwnowaznie do spelnienia warunku optymalnosci (3), w kto-
rym zawarta jest informacja o rozwiazaniu dopuszczalnym zadania dualnego
(zob. (4)). Natomiast dualny algorytm simpleks startuje od rozwiazania do-
puszczalnego zadania dualnego (2) i w kazdym kroku zachowuje dopuszczal-
nos$¢ konstruowanego rozwiazania dualnego (spetniajac warunek optymalno-
§ci (3)) dazac, niejawnie, do dopuszczalnosci prymalnej - co jest rownowazne
z istnieniem dopuszczalnego rozwiazania zadania prymalnego (1).

Przedstawmy powyzsza idee dualnego algorytmu sympleks bardziej szcze-
golowo. Niech 2B = B~1b bedzie rozwiazaniem bazowym zadania prymalne-
go (1), ktore jest dualnie dopuszczalne, czyli spelnienia warunek optymalno-
§ci (3), a co za tym idzie istnieje opowiadajace rozwiazanie dopuszczalne 7
zadania dualnego (2). Jesli B > 0, wowczas algorytm konczy dziatanie, po-
niewaz 2B jest prymalnie dopuszczalne i spetnienia warunek optymalnosci -
jest dualnie dopuszczalne. W przeciwnym przypadku, gdy B # 0, tj. zawiera
ujemne sktadowe, algorytm dazy ku dopuszczalnosci prymalnej rozwiazania
bazowego B, pozbywajac sie ujemnych sktadowych 2B, zachowujac jedno-
czesnie jego optymalnosé (dualna dopuszezalnosé) i maksymalizujac wartosé
dualnej funkeji celu b'w. Konczy dzialanie po skonczonej liczbie krokéw,
gdy 2B > 0. Wtedy oczywiscie zachodzi rownosé ¢’z = bT'w. Z wniosku 1
z twierdzenia o stabej dualnosci (zob. wyktad 6) wynika, ze x i w sa, odpo-
wiednio, rozwigzaniami optymalnymi zadania prymalnego i dualnego. Stad
w rzeczywistodci algorytm dualny sympleks rozwiazuje zadanie prymalne.
Poréwnanie idei prymalnego i dualnego algorytmu sympleks znajduje sie w
tabeli 1.

Krok dualnego algorytmu sympleks

Przedstawimy teraz krok dualnego algorytmu sympleks oraz pokazemy
jak zmieniajg sie wskazniki optymalnosci, jaka jest posta¢ nowego rozwigza-
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Tabela 1: Poréwnanie idei prymalnego i dualnego algorytmu sympleks, gdzie
zB > 0 oznacza prymalna dopuszczalnosé rozwiazania 8 ac—z > 0 (77 A <

c’) jego dualna dopuszczalnosé.

algorytm prymalny

algorytm dualny

2B>0 c—220 7aTALC
2B>0 c—2%20 aTAgcT
2B>0| |[e—2>0| [7TA< T

2B A0 c—2>0 7wTA<LCT
2B20 c—2>0 wTALCT
2B >0| [e—2>0] |[7TA<CT

W kazdym kroku:
wybieramy kolumne Ay,
ktora wchodzi do bazy B;
wybieramy kolumne A;«,
ktora wychodzi z bazy B.

W kazdym kroku:
wybieramy kolumne A;«,
ktora wychodzi z bazy B;
wybieramy kolumne Ay,
ktora wchodzi do bazy B.

nia dualnego oraz wartosci funkeji celu zadania dualnego dla nowego rozwia-
zania dualnego.

Niech 2B = B~!b bedzie rozwiazaniem bazowym zadania prymalne-
go (1), ktore jest dualnie dopuszczalne (spelnienia warunek optymalnosci (3))
an!l = (cB)T"B~! bedzie odpowiadajacym rozwiazaniem dopuszczalnym za-
dania dualnego. Zaktadamy, ze pierwsze m kolumn to kolumny bazowe oraz
kolumna ¢* (zmienna) wychodzi z bazy, kolumna (zmienna) k wchodzi do
bazy (kryterium wejscia kolumny (zmiennej) do bazy podamy poézniej, kry-
terium wyjscia kolumny (zmiennej) jest zwiazane z ujemnymi sktadowymi
rozwiazania bazowego - pozbywamy sie ujemnych sktadowych).

Niech B = [By,...,By_1,B;«,Bj,1,...,By] bedzie starg baza a B =
[Bi,...,Bix_1,B*41,..., By, Ax] bedzie nowa baza. Kolumna B;+ wycho-
dzi z bazy natomiast kolumna Ay wchodzi do bazy. Przedstawmy kolumne
niebazowa Ay w starej bazie B

YB1+ -+ yh By +yEBp +yk B+ 4yl By = A (7)

Przedstawmy kolumne niebazowa A; w starej bazie
+ynBn=4; (8)

yIBi+ -+ yh  Biy +yhBi gl Bisr -

j
Mnozac (7) przez zl}:, odejmujemy od (8) i otrzymujemy przedstawienie P;
nowej bazie '
i yz B 7 y'L y‘I B
(] = S2yn)Br+ -+ (Yl — S5yl )Bi 1 + (v — Tl yE)Bie +
i* i* i*

?J
Zk yz*+1)Bi*+1 +oee
Yix

vl Y}
+ (U — Zys) B + T Ag = A

7,* ¥

(yzq*-i-l



Metody Optymalizacji, wyktad nr 7 Pawel Zielinski

Wspotrzedne 37 kolumny A; w nowej bazie B wyznaczamy ze wzoru

, Yy dlai=k
i Yk . =1
yi_ j yq* k ) 1=1,...,m.
Yi — Y dla i # k
Nowe wskazniki optymalnosci sa postaci:
B\Tj B\T (,j yj* k yj*
¢j—Zj=¢— (€)Y =¢i—(c7) (¥ - =y") —a
Yix Yix
J
B\T B\T Yix  k Yix
=¢— (7)Y +(c7) Ty —
i* Yy
J J
Yix B\T, k Yir
=C — & — 2(% (€)' y") = ¢4 ZJ_Lk(Ck_Zk)'
Yix Yix

Niech © = C’“y;Z’“. Zaleznos¢ miedzy starym a nowym wskaznikiem optymal-

i*

nosci wyraza sie¢ nastepujgco:
cj—ij:cj—zj—@yg*. (9)

Sprawdzmy teraz jak wyglada nowe rozwigzanie dualne

Cj—Zj:Cj—fTAj:Cj—(CB)TB Aj:cj—zj—@yf*
=c¢; — (P)TB71A; — © wiersz;» (B™1)A;
=cj — (71 + © wiersz;« (B™1))A;.
Zatem zaleznos¢ miedzy starym a nowym rozwigzaniem dualnym jest naste-

pujaca:
7l =xl + ©wiersz;«(B™1). (10)

Stad dostajemy zaleznosci wartosci funkcji celu dla nowego i starego rozwia-
zania dualnego:

7lb=n"b+ O wiersz;+(B~1)b=7"b+02Z. (11)

Sprawdzmy jeszcze jak wygladaja (5) dla kolumn & i ¢* po wymianie

_ k Ck — 2k
Ch—Zk=Chr— 2k — Oy =cp — 2, — —5— Y= =0

i*

Sk
Cix — Zj* = Cj* — Zj*x — @yf* = -0,

gdzie ¢+ — zj« = 0 (poniewaz kolumna i* byla bazowa), yi = 1.

Podamy teraz kryterium wejscia kolumny do bazy. Musimy zachowaé
dualna dopuszczalno$é, nowe rozwigzanie dualne 7™ musi by¢ dopuszczalne.
Zatem wymuszamy warunek optymalnosci

cj—zj=>0dlaj=1,...,n.
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Z (9) dostajemy
ci—Zj=c¢j—2—Oy.>0dlaj=1,...,n. (12)

Ponadto
Ccir —Zir = —0 > 0.

Zatem mamy O < 0. Zauwaz, ze stare wskazniki optymalno$ci sg nieujemne,
¢; — zj = 0. Stad mamy dwa przypadki:

1. jesli yf* >0,toc; —%j=c; —zj — @ylj* > 0dla® € (—,0],

2. jesli yf* <0,toc;—Zj=¢j — zj —@yf* >0dladla®c [Cj:zj,()}

i*

Zachowujac warunek optymalnosci (12) otrzymujemy kryterium wejscia
do bazy:

Ccp— % Cj — 2z ;
0="* z k:max{]j]:yf*<(),j:m+1,...,n}.

Indeks ilorazu, k, dla ktérego jest przyjete jest maksimum jest indeksem
kolumny, ktéra wchodzi do bazy.

Moze pojawié sie problem z istnieniem yf* <0dlaj=m+1,...,n
(dlaj =1,...,m, yg* > 0), wowczas (12) jest speliony dla © € (—o0, 0]
(© ma nieograniczong warto$é¢). Wtedy nowe dopuszczalne rozwiazanie du-
alne 7 (10) nie jest skoriczone. Ponadto xﬁ < 0 (pozbywamy sie ujemnych
sktadowych) wartosé¢ funkcji celu zadania dualnego (11) nie jest ograniczona
z gory (maksymalizujemy ja). Zatem zadanie dualne jest nieograniczone a
prymalne sprzeczne (zob. wniosek 2, wyktad 6) - algorytm konczy dziatanie.

Szkic dualnego algorytmu sympleks

Niech 2B = B~!b bedzie rozwiazaniem bazowym zadania prymalne-
go (1), ktore jest dualnie dopuszczalne (spetnienia warunek optymalnosci (3)),
a co za tym idzie istnieje rozwigzanie dopuszczalne zadania dualnego postaci

w7 = (¢B)TBL.

Krok 1 Jezeli 2B > 0 jest rozwigzaniem bazowym prymalnie dopuszczal-
nym (wszystkie sktadowe sa nieujemne), to rozwigzanie 7 = [xzB,0]7
jest rozwiazaniem optymalnym zadania prymalnego (1), STOP.

W przeciwnym przypadku wybierz zmienna x;+ (kolumne B« ), ktora
wychodzi z bazy, np.

zi =min{z? . 2B <0,i=1,... m}.
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Krok 2 Wybierz zmienna xj, (kolumne Ayg), ktora wchodzi do bazy

@:ck_kzk —max{cj;Zj :yf*<0,j—m+17---7“}'
Y

Yix
Jesli yf; > 0dlaj=m+1,...,n, to zadanie dualne jest nieograniczone
(nie skoniczonego rozwiazania). Zatem zadanie prymalne jest sprzeczne,
STOP.

Krok 3 Uaktualnij:

E = [Blv"’7Bi*—17-Bi*+17"’7Bm7Ak]7
7l = wl 4 Owierszp(B™1),
8 = Pflb.
Krok 4 Podstaw:
B := B,
T = T,
r = I

Idz do Kroku 1.

Kiedy dualny algorytm sympleks jest uzyteczny?

Dualny algorytm sympleks jest uzyteczny, kiedy dysponujemy parg roz-
wigzan, w ktorej m jest rozwigzaniem dopuszczalnym zadania dualnego a
z jest prymalnie niedopuszczalne (ma ujemne sktadowe). Ponizej niektore
wazne z praktycznego punktu widzenia przypadki.

e (“warm start") Po rozwiazaniu zadania prymalnego (1) modyfikujemy
wektor prawych stron b. Woéwcezas wskazniki optymalnosci pozostajg
niezmienione (3), ale nowe rozwiazanie bazowe Z8 = B~1b moze za-
wiera¢ sktadowe ujemne. Poniewaz mamy pare (m,%), 28 jest dualnie
dopuszczalne w tym przypadku stosujemy algorytm dualny.

e (“warm start") Po rozwiazaniu zadania prymalnego (1) dodajemy do
tego zadania ograniczenie. Zmienna dualna odpowiadajaca temu ogra-
niczeniu ma wartosé zero. Takie rozwiazanie dualne 7 jest dopuszczal-
nym rozwiazaniem. Pojawi sie réwniez dodatkowa zmienna uzupetnia-
jaca xpy1 w zadaniu prymalnym, ktéra moze mieé¢ ujemna wartosé
- ograniczenie dla [mB ,0] musi zaj$¢ w postaci réwnosci. Mamy wiec
poszerzone rozwigzanie dopuszczalne zadania prymalnego, ktére jest
dualnie dopuszczalne. Zatem mamy pare (7,Z) i w tym przypadku
stosujemy algorytm dualny.
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e Zaldozmy, ze mamy zadanie prymalne w postaci kanonicznej, w ktérym
b>0,c>0
min ¢’z

Az > b
x>0.

Doprowadzamy to zadanie do postaci standardowej przez wprowadze-
nie zmiennych uzupetniajacych:

min ¢lz

—Az +1z°=-b
x>0
x>0

gdzie ° € R™ jest wektorem zmiennych uzupetniajacych. W tym przy-
padku baza poczatkowa jest postaci B = I a [z,z°]7, gdzie z = 0,
z® = —b, jest rozwigzaniem bazowym prymalnie niedopuszczalnym.
Odpowiadajace rozwiazanie dualne jest postaci 1 = 0. Zatem [O,J:S}T
jest dualnie dopuszczalne. Mozemy réwniez w tym przypadku zastoso-
waé dualny algorytm.

Uwagi na temat tresci wykladu

Czes¢ wykladu zostata przygotowana na podstawie ksiazek [1, 2].
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