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Zadanie LP

Rozwazmy zadanie programowania liniowego w postaci standardowej

min ¢’ x
Ax=0Db
X:{X>Q

gdziece R", AcR™" m<n beR™ b>0ax cR"wektorem
zmiennych decyzyjnych.
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Zadanie LP

Rozwazmy zadanie programowania liniowego w postaci standardowej

min ¢’ x

Ax=Db
X:{X>Q

gdziece R", AcR™" m<n beR™ b>0ax cR"wektorem
zmiennych decyzyjnych.
* Niech B bedzie bazg, x8 = B-'b a x” = [xB,0] bedzie
rozwigzaniem bazowym dopuszczalnym. Takie rozwigzanie moze
by¢, np. wyznaczone za pomocg metody dwoch faz.
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Zadanie LP

Rozwazmy zadanie programowania liniowego w postaci standardowej

min ¢’ x

Ax=Db
X:{X>Q

gdziece R", AcR™" m<n beR™ b>0ax cR"wektorem
zmiennych decyzyjnych.

* Niech B bedzie bazg, x8 = B-'b a x” = [xB,0] bedzie
rozwigzaniem bazowym dopuszczalnym. Takie rozwigzanie moze
by¢, np. wyznaczone za pomocg metody dwoch faz.

e Niech Jg bedzie zbiorem indekséw kolumn (zmiennych) bazowych.
Zatbzmy, ze Jg jest uporzadkowany (zapewnienie, ze algorytm
sympleks skonczy dziatanie - nie wpadnie w cykl).
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Krok 0
Krok 1

Krok 2

Krok 3

Algorytm sympleks
Oblicz y/ przedstawienia kolumn A; w bazie B, y/ = B~'A;.
Sprawdz kryterium optymalnosci, tj. (Vj & Jg)(c; — (€8)7y/ > 0). Jesli
kryterium jest spetnione, to STOP x jest rozwigzaniem optymalnym.
W przeciwnym przypadku wybierz kolumne A, takg, ze k ¢ Jg i
ck — (€B)Tyk < 0, ktéra wechodzi i do bazy (lub zmienna x).
Wybierz kolumne B;- (zmienng x;-) wychodzaca z bazy B,

B B
Xix . X; ,
Ik :mln{’k : y,-k>0,/€JB}.

Jesli y* < 0, wowczas nie ma rozwigzania optymalnego skonczonego,
STOP.

Uaktualnij: Jg, rozwigzanie bazowe X, baze B iy’ przedstawienia kolumn
macierzy w bazie B

B:=B x:=Xx,y fy IdZ do Krok 1.
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Algorytm sympleks...

Uaktualnienie (m+ 1) x (n+ 1) elementow tablicy sympleksowe;!
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Algorytm sympleks...
Uaktualnienie (m+ 1) x (n+ 1) elementow tablicy sympleksowej!

e Mozemy uaktualniac tylko (m+ 1) x (m+ 1) elementow tablicy
sympleksowej - kluczem jest posiadanie informacji o B~'. Majac
informacje o B~' mozemy wyznaczy¢ x8, y/ przedstawienia kolumn
macierzy A w bazie B, wskazniki optymalnosci:

¢ —z=¢—(c®)y = —(c®)'B A =¢—n"A
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Algorytm sympleks...
Uaktualnienie (m+ 1) x (n+ 1) elementow tablicy sympleksowej!

e Mozemy uaktualniac tylko (m+ 1) x (m+ 1) elementow tablicy
sympleksowej - kluczem jest posiadanie informacji o B~'. Majac
informacje o B~' mozemy wyznaczy¢ x8, y/ przedstawienia kolumn
macierzy A w bazie B, wskazniki optymalnosci:

¢ —z=¢—(c®)y = —(c®)'B A =¢—n"A
e Mozemy wyznaczac wskazniki optymalnosci (Krok 1) tak dtugo az
znajdziemy pierwsza kolumne k ¢ Jg, dla ktorej ¢; — (€8)Ty/ < 0'i
przerwac przeszukiwanie - wiemy wtedy, ze aktualne rozwigzanie
nie jest optymalne.
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Algorytm sympleks...
Uaktualnienie (m+ 1) x (n+ 1) elementow tablicy sympleksowej!

e Mozemy uaktualniac tylko (m+ 1) x (m+ 1) elementow tablicy
sympleksowej - kluczem jest posiadanie informacji o B~'. Majac
informacje o B~' mozemy wyznaczy¢ x8, y/ przedstawienia kolumn
macierzy A w bazie B, wskazniki optymalnosci:

¢ —z=¢—(c®)y = —(c®)'B A =¢—n"A

e Mozemy wyznaczac wskazniki optymalnosci (Krok 1) tak dtugo az
znajdziemy pierwsza kolumne k ¢ Jg, dla ktorej ¢; — (€8)Ty/ < 0'i
przerwac przeszukiwanie - wiemy wtedy, ze aktualne rozwigzanie
nie jest optymalne.

Biorgc pod uwage powyzsze spostrzezenia nowy, zrewidowany,
algorytm sympleks w kazdej iteraciji bedzie tylko pamietat B, xB, 7 i
warto$é funkciji celu (¢B)"xB.
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Zatézmy, ze

Zrewidowany algorytm sympleks
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Zrewidowany algorytm sympleks

Zatézmy, ze
¢ pierwsza tablica simpleksowa zawiera macierz jednostkowg I, ktéra
znajduje sie po lewej stronie (w pierwszych m kolumnach). Zatem
mamy poczatkowg baze B =1i x8 = b.
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Zrewidowany algorytm sympleks

Zatbzmy, ze
e pierwsza tablica simpleksowa zawiera macierz jednostkowa I, ktéra

znajduje sie po lewej stronie (w pierwszych m kolumnach). Zatem
mamy poczatkowg baze B =1i x8 = b.

e wspotczynniki funkcji celu zmiennych odpowiadajagcym kolumnom
macierzy I sg rébwne zero.
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Zrewidowany algorytm sympleks

Zatbzmy, ze
e pierwsza tablica simpleksowa zawiera macierz jednostkowa I, ktéra

znajduje sie po lewej stronie (w pierwszych m kolumnach). Zatem
mamy poczatkowg baze B =1i x8 = b.

e wspdtczynniki funkcji celu zmiennych odpowiadajgcym kolumnom
macierzy I sg rowne zero.
Te lewa czes¢ tablicy sympleksowej, z macierzg I, nazwiemy CARRY,
ktéra zawiera (m+ 1) x (m+ 1) elementéw.

Zam
2



Zrewidowany algorytm sympleks
0000800000000 000

Zrewidowany algorytm sympleks...

Poczatkowa tablica caRrRY(?) i tablica caRRY(?) w iteracii r algorytmu
zrewidowanego.
cARRY(® cARRY()

xB 1 — xB B’

cB)xB[0 0 -~ 0 0 (cB)TxB r
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Zrewidowany algorytm sympleks - szkic

Krok 1 (Pricing operation) Obliczaj wskazniki optymalnosci ¢; — = A; dla kolumn
niebazowych j ¢ Jg az znajdzie sie kolumna k ¢ Jg, dla ktérej
cx — ' Ax < 0 (kolumna A, wchodzi do bazy). Jesli
(Vj & Jg)(c; — (€B)Ty/ > 0), to aktualne rozwigzanie jest optymalne,
STOP.

Krok 2 (Column generation) Oblicz przestawienie y* = B~'Ax kolumny A, w bazie.
Wybierz kolumne B;- (zmienng x;-) wychodzaca z bazy B,

B xB
- = min y—’k:y,-k>0,i€JB .
i

Jesli y* <0, to nie ma rozwigzania optymalnego skofczonego, STOP.

Krok 3 Uaktualnij cARRY(") aby otrzymaé caArRRY("+"). Uaktualnienie dokonujemy
tak jak dla algorytmu sympleks korzystajgc z policzonego y*.

Krok 4 (Update basis) Uaktualnij indeksy kolumn nalezacych do bazy Jg.
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Zrewidowany algorytm sympleks...

Algorytm potrzebuje nastepujgcych informaciji:
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Zrewidowany algorytm sympleks...

Algorytm potrzebuje nastepujgcych informaciji:
e tablice zawierajgcg oryginalng macierz A,
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Zrewidowany algorytm sympleks...

Algorytm potrzebuje nastepujgcych informaciji:
e tablice zawierajgcg oryginalng macierz A,
¢ informacje o kolumnach bazowych Jg,
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Zrewidowany algorytm sympleks...

Algorytm potrzebuje nastepujgcych informaciji:
e tablice zawierajgcg oryginalng macierz A,
¢ informacje o kolumnach bazowych Jg,

e aktualng tablice cARRY(".

Zam
2



Zrewidowany algorytm sympleks
0000008000000 000

Zrewidowany algorytm sympleks...

Algorytm potrzebuje nastepujgcych informaciji:
e tablice zawierajgcg oryginalng macierz A,
¢ informacje o kolumnach bazowych Jg,

e aktualng tablice cARRY(".

Kluczowym krokiem jest Krok 2: majgc B~' mamy wystarczajgcg ilos¢
informaciji, aby wygenerowac kazdy element tablicy sympleksowe;.
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Gtowne zalety zrewidowanej wersji algorytmu

¢ Nie obliczamy wszystkich wskaznikow optymalnosci
odpowiadajacym kolumnom niebazowym. Wybieramy pierwszg, dla
ktorej wskaznik jest ujemny.
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Gtowne zalety zrewidowanej wersji algorytmu

¢ Nie obliczamy wszystkich wskaznikow optymalnosci
odpowiadajacym kolumnom niebazowym. Wybieramy pierwszg, dla
ktorej wskaznik jest ujemny.

e Poniewaz Jg jest uporzgdkowany spetniamy zatozenie twierdzenia 3
(zob. wyktady nr 4 i 5), ktére zapewnia, ze algorytm sympleks
wykonuje skonczong liczbe krokdw.

Zam
2



Zrewidowany algorytm sympleks
0000000800000000

Gtowne zalety zrewidowanej wersji algorytmu

e Nie obliczamy wszystkich wskaznikow optymalnosci
odpowiadajacym kolumnom niebazowym. Wybieramy pierwszg, dla
ktorej wskaznik jest ujemny.

e Poniewaz Jg jest uporzgdkowany spetniamy zatozenie twierdzenia 3
(zob. wyktady nr 4 i 5), ktére zapewnia, ze algorytm sympleks
wykonuje skonczong liczbe krokdw.

e Krok 1, czyli obliczanie wskaznikdw, korzysta z oryginalnych kolumn
macierzy A.
W wielu przypadkach macierz ograniczen jest macierzag rzadkg
(zawiera duzo elementdéw zerowych), np. w zagadnieniach
sieciowych (problem najkrétszej Sciezki, problem maksymalnego
przeptywu). W tym przypadku mozliwa jest redukcja ztozono$ci -
obliczeniowej i pamigciowe;j.
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Metoda dwoch faz dla zrewidowanego algorytmu

gdzie xA € R™ jest wektorem sztucznych zmiennych.
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Metoda dwoch faz dla zrewidowanego algorytmu

gdzie xA € R™ jest wektorem sztucznych zmiennych.

Aby zastosowac zrewidowany algorytm sympleks do zadania (1)
musimy zmodyfikowac¢ to zadanie i skonstruowac réwnowazne.
Zauwaz, ze wspotczynniki funkcji celu odpowiadajgce kolumnom
macierzy jednostkowej (przy zmiennych sztucznych) sg rowne 1, a
powinny by¢ réwne 0.
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Metoda dwoch faz dla zrewidowanego algorytmu...

Od funkciji celu (wiersza zerowego) odjg¢ wszystkie wiersze macierzy
Ix” + Ax. Otrzymujemy nastepujace zadanie programowania liniowego:

min Z OX Z a/1X1 - Z a/an

ie[m] ie[m] ie[m]

IxA+Ax=b (2)
x>0
x4 >0,

gdzie 0; = — X jc(m @ $8 Wspotczynnikami funkcji celu oryginalnych

zmiennych decyzyjnych Xx;, j € [n], rozwigzywanego w pierwszej fazie
zadania (2) za pomocg zrewidowanego algorytmu sympleks a wskazniki
optymalnosci odpowiadajgce kolumnom oryginalnych zmiennych sg
postaci: d; — " A;, j € [n].
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Metoda dwoch faz dla zrewidowanego algorytmu...

W drugiej fazie
* wracamy do oryginalnych wspotczynnikow ¢; zmiennych x;,
e generujemy —m’ = —(cB)"B~" (wsp6tczynniki funkgji celu
zmiennych sztucznych sg zerowe).
Zauwaz, ze —m' jest wskaznikiem optymalnosci kolumn

odpowiadajgcych macierzy jednostkowej (zmiennych sztucznych),
—mj = 0-— (cB)TB—1ej.
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Postac iloczynowa macierzy odwrotnej B~

W jaki sposdb pamieta¢ macierz B~ w kolejnych iteracjach?
Macierz bazowa B rézni sie tylko jedng kolumng od macierzy bazowej w
kolejnej iteraciji B.

Zatem niewielkie modyfikacje macierzy odwrotnych w kolejnych
iteracjach algorytmu wykonuje sie za pomocg przeksztatcen
elementarnych zastosowanych do B,

Niech B~' bedzie aktualng odwrotno$cig macierzy bazowej, to

odwrotnogé B ' w kolejnej iteracji wyznaczana jest nastepujgco:

B'-EB

gdzie E jest macierzg przeksztatcenia.
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Postac iloczynowa macierzy odwrotnej B—...
Kolumna A, wchodzi do bazy, kolumna A;, wychodzi z bazy), macierz
przeksztatcenia E jest postaci:

M1 m 0 - 0]
E: nj= O
U
L0 -« 7m0 1]
gdzie
0T - I D /- N /¥R R /.
R 7 7S 7 S 7+ I

Zam
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Postac iloczynowa macierzy odwrotnej B—...

Informacja o przejéciu z B~' do B pamietana jest za pomocg E lub
oszczedniej za pomocg wektora 5. Jesli zatozymy, ze macierz bazowa w
pierwszej iteracji jest rowna I, wéwczas macierz B~ po r-tej iteracii
mozemy obliczyé

B ' = EE,_, - E;.

Jest to postac iloczynowa macierzy odwrotnej B,

Zam
2



Zrewidowany algorytm sympleks
0000000000000 800

Postac iloczynowa macierzy odwrotnej B—...

Informacja o przejéciu z B~' do B pamietana jest za pomocg E lub
oszczedniej za pomocg wektora 5. Jesli zatozymy, ze macierz bazowa w
pierwszej iteracji jest rowna I, wéwczas macierz B~ po r-tej iteracii
mozemy obliczyé

B'=EE, - E.

Jest to postac iloczynowa macierzy odwrotnej B,
Podobnie obliczamy

7T = (- (((CB)E)E 1)+ )En,
Y =E(- (Eo(EiAQ) )

Powyzsza metoda ma zastosowanie do duzych probleméw z
macierzami rzadkimi.
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Postac iloczynowa macierzy odwrotnej B—...

Od czasu do czasu ciag przeksztatcen elementarnych moze by¢ zbyt
dtugi, wtedy dokonuje sig reinwersiji, jest to podyktowane wzgledami
pamieciowymi i wkasnosciami numerycznymi (btedy numeryczne), czyli
oblicza sie macierz B~ (rowniez xB) korzystajgc z oryginalnych kolumn
macierzy A.

Nastepnie zastepuije sie aktualny dtuzszy cigg przeksztatcen
elementarnych krotszym, ktdry prowadzi do macierzy B~'.
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Uwagi na temat tresci wyktadu

Tre$C wyktadu w catosci zostata przygotowana na podstawie ksigzek

8 Christos H. Papadimitriou, Kenneth Steiglitz.
Combinatorial optimization: algorithms and complexity.
Dover Publications Inc., 1998.

@ Narsingh Deo, Janusz S. Kowalik, Maciej M. Systo.
Algorytmy optymalizacji dyskretnej z programami w jezyku PASCAL.
Wydawnictwa Naukowego PWN, 1999.
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