Metody Optymalizacji, wyktad nr 8 Pawel Zielinski

1 Zrewidowany algorytm sympleks

Rozwazmy zadanie programowania liniowego w postaci standardowej

min ¢z

[ Az=b (1)
X_{w>m

gdzie e € R", A € R™" m < n,b &€ R b>0ax € R"” wektorem
zmiennych decyzyjnych.

Przypomnijmy szkic (prymalnego) algorytmu sympleks. Niech B bedzie
baza, 8 = B~ a 27 = [zB,0] bedzie rozwigzaniem bazowym zadania
prymalnego (1). Takie rozwiazanie moze by¢, np. wyznaczone za pomoca
metody dwoch faz. Niech Jg bedzie zbiorem indeksow kolumn (zmiennych)
bazowych. Zalozmy, ze Jp jest uporzadkowany (zapewnienie, ze algorytm
sympleks skoniczy dziatanie - nie wpadnie w cykl, zob. twierdzenie 3, wyktady
nr41ib5).

Krok 0 Oblicz y’ przedstawienia kolumn A; w bazie B, y/ = B~1A;.

Krok 1 Sprawdz kryterium optymalnosci, tj. (Vj € Jg)(c; — (¢B)Ty’ > 0).
Jesli kryterium jest spelnione, to STOP x jest rozwigzaniem optymal-
nym.

W przeciwnym przypadku wybierz kolumne A; taka, ze k & Jp i ¢j —
(cB)Ty* < 0, ktora wchodzi i do bazy (lub zmienna xy,).

Krok 2 Wybierz kolumne B;~ (zmienna x;+) wychodzaca z bazy B,

B B

X% . ZT; .

.~ = min —Zk:yf>O,Z€JB .
Yix Y;

Jesli y* < 0, wowczas nie ma rozwigzania optymalnego skoriczonego,

STOP.

Krok 3 Uaktualnij: Jg, rozwigzanie bazowe Z, baze B i 3/ przedstawienia
kolumn macierzy w bazie B

B :=B,z:=7%,y =9 . Idz do Krok 1.

W powyzszym algorytmie wymagane jest uaktualnienie (m+1) x (n+1)
elementéw tablicy sympleksowej. Gtowny wysitek obliczeniowy jest w Kro-
ku 11 Kroku 3. Okazuje sie, ze

e mozemy uaktualnia¢ tylko (m + 1) x (m + 1) elementéw tablicy sym-
pleksowej - kluczem jest posiadanie informacji o B~'. Majac informacje
o odwrotnosci macierzy bazowej mozemy wyznaczy¢ zB, y’ przedsta-
wienia kolumn macierzy A w bazie B, wskazniki optymalnosci:

cj—zj=c;— ()Y =¢; — ()B4 =c; — " Ay;
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e mozemy wyznaczac wskazniki optymalnosci (Krok 1) tak dtugo az znaj-
dziemy pierwsza kolumne k ¢ Jp, dla ktorej ¢; — (cB)Tyl < 0 i prze-
rwaé przeszukiwanie - wiemy wtedy, ze aktualne rozwiazanie nie jest
optymalne.

Zatem mozemy wyznacza¢ wskazniki optymalnosci i 97 tylko wtedy
kiedy potrzeba.

Biorgc pod uwage powyzsze spostrzezenia nowy, zrewidowany, algorytm
sympleks w kazdej iteracji bedzie tylko pamietal B, 2B, 7 i wartosé¢ funkeji
celu (cB)TzB.

Zatozmy, ze pierwsza tablica simpleksowa zawiera macierz jednostkowsg I,
ktora znajduje si¢ po lewej stronie (w pierwszych m kolumnach). Zatem ma-
my poczatkowa baze B =11 xP = b. Ponadto zaktadamy, ze wspotczynniki
funkcji celu zmiennych odpowiadajacym kolumnom macierzy jednostkowe;j
sa rowne zero. W dalszej czesci tego wykltadu pokarzemy jak spelié ten wa-
runek. Te lewa czesé tablicy sympleksowej, z macierza I, nazwiemy CARRY(®)
(poczatkowa tablica), ktora zawiera (m+ 1) x (m+1) elementéow (zob. tabe-
la 1). W kolejnych iteracjach zrewidowany algorytm bedzie uaktualniat tylko
tablice CARRY. Tablica w iteracji r, CARRY("), jest przedstawiona w tabeli 1.

Tabela 1: Poczatkowa tablica CARRY(?) i tablica CARRY(") w iteracji r algo-
rytmu zrewidowanego.
CARRY(?) CARRY(™)

B)T2Bl0 0 -~ 0 0 (cB)TxB —m

Szkic

Przedstawimy teraz kluczowy fragment zrewidowanego algorytmu sym-
pleks. Okazuje sie, ze zrewidowany algorytm potrzebuje nastepujacych in-
formacji: tablice zawierajgcg oryginalng macierz A, informacje o kolumnach
bazowych Jp oraz aktualna tablice CARRY("),

Krok 1 (Pricing operation) Obliczaj wskazniki optymalnosci ¢; — w7 A;
dla kolumn niebazowych j & Jg az znajdzie sie kolumna k& ¢ Jp,
dla ktorej ¢, — w7 Ay < 0 (kolumna Ay wchodzi do bazy, rozwiazanie
nie jest optymalne). Jesli (Vj & Jg)(c; — (¢B)Ty? > 0), to aktualne
rozwigzanie jest optymalne, STOP.
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Krok 2 (Column generation) Oblicz przestawienie y* = B~!A;, kolum-
ny Ay w bazie. Jesli k € [m], to przedstawienie jest juz obliczone i jest
zapamietane w CARRY(").

Wybierz kolumne B+ (zmienna x;+) wychodzaca z bazy B,

B B
.~ = min ik:yf>O,ZEJB )
Y+ Yi

Jesli y* < 0, wowczas nie ma rozwigzania optymalnego skoriczonego,

STOP.

Krok 3 Uaktualnij CARRY(") aby otrzymaé¢ CARRY("+1). Uaktualnienie doko-
nujemy tak jak dla algorytmu sympleks korzystajac z policzonego juz
przedstawienia y¥.

Krok 4 (Update basis) Uaktualnij indeksy kolumn nalezacych do bazy Jg
(indeksy sa uporzadkowane).

Kluczowym krokiem jest Krok 2: majac B~! mamy wystarczajaca iloéé in-
formacji, aby wygenerowaé¢ kazdy element tablicy sympleksowe;j.

Gloéwne zalety zrewidowanej wersji algorytmu

e Nie obliczamy wszystkich wskaznikéw optymalnosci odpowiadajacym
kolumnom niebazowym. Wybieramy pierwsza, dla ktérej wskaznik jest
ujemny. Poniewaz Jpg jest uporzadkowany spelniamy zalozenie twier-
dzenia 3 (zob. wyktady nr 4 1 5), ktore zapewnia, ze algorytm sympleks
wykonuje skoriczong liczbe krokéw.

e Krok 1, czyli obliczanie wskaznikéw, korzysta z oryginalnych kolumn
macierzy A. W wielu przypadkach macierz ograniczen jest macierza
rzadka (zawiera duzo elementéw zerowych), np. w zagadnieniach sie-
ciowych (problem najkrotszej §ciezki, problem maksymalnego przepty-
wu). W tym przypadku mozliwa jest redukcja zlozonosci obliczeniowe;
1 pamieciowe;j.

Metoda dwoch faz dla zrewidowanego algorytmu

Jak juz wiemy metoda dwoch faz stuzy do wyznaczenia poczatkowego
rozwigzania bazowego dopuszczalnego i polega na rozwigzaniu w pierwszej
fazie, za pomocs algorytmu sympleks, nastepujacego problemu programowa-

nia liniowego:
min Z 1 xf
i€[m)]
IzA + Az =b (2)
>0
x4 >0,
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gdzie 24 € R™ jest wektorem sztucznych zmiennych. Aby zastosowaé zrewi-
dowany algorytm sympleks do zadania (2) musimy zmodyfikowa¢ to zadanie
i skonstruowaé¢ réwnowazne. Zauwaz, ze wspotczynniki funkcji celu odpowia-
dajace kolumnom macierzy jednostkowej (przy zmiennych sztucznych) sa
réwne 1, a powinny by¢ rowne 0. Wystarczy od funkeji celu (wiersza zerowe-
go) odja¢ wszystkie wiersze macierzy Iz4 + Az. Otrzymujemy nastepujace
zadanie programowania liniowego:

min Z Ox;‘l— Z aj1Tr1 — - — Z Ain Ty
i€lm

i€[m] ] i€lm]
Iz4 + Az =b (3)
>0
z4 >0,

gdzie dj = — 3¢ @ij s wspolczynnikami funkeji celu oryginalnych zmien-

nych decyzyjnych z;, j € [n], rozwiazywanego w pierwszej fazie zadania (3)
za pomocy zrewidowanego algorytmu sympleks a wskaZniki optymalnosci
odpowiadajace kolumnom oryginalnych zmiennych sa postaci: d; — 1rTAj,
Jj € [n].

W drugiej fazie wracamy do oryginalnych wspolczynnikéw c; zmien-
nych z; oraz generujemy —m! = —(cB)TB~! (wspotezynniki funkcji celu
zmiennych sztucznych sg zerowe). Zauwaz, ze —m' jest wskaznikiem optymal-
nosci kolumn odpowiadajacych macierzy jednostkowej (zmiennych sztucz-
nych), —T; = 0— (cB)TB’lej.

Postaé iloczynowa macierzy odwrotnej B!

Wspomnimy jeszcze o jednym udoskonaleniu algorytmu sympleks, czy-
li sposobie pamietania informacji o macierzy B~ w kolejnych iteracjach.
Zauwazmy, ze macierz bazowa B rozni sie tylko jedng kolumna od macie-
rzy bazowej w kolejnej iteracji B. Zatem niewielkie modyfikacje macierzy
odwrotnych w kolejnych iteracjach algorytmu wykonuje sie za pomoca prze-
ksztalcen elementarnych zastosowanych do B~'. Mianowicie, jesli B! jest
aktualng odwrotnodcia macierzy bazowej, to odwrotnosé B 'w kolejnej ite-
racji wyznaczana jest nastepujaco:

B '=EB
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gdzie E jest macierza przeksztalcenia (kolumna Ay wchodzi do bazy, kolum-
na A;, wychodzi z bazy) jest postaci:

1 m 0 - 0
E= mie 0
Nie41 1
0 -+ O 1]
& k k
T yr S um

7’ ===, - — st

k> k .k k k|-
Yix Yix Yix Yix Yix

Zatem informacja o przejiciu z B~! do B! pamietana jest za pomoca E
lub oszczedniej za pomoca wektora 7. Jedli zatozymy, ze macierz bazowa w
pierwszej iteracji jest rowna I, wowczas macierz B~! po r-tej iteracji mozemy
obliczyé

B '=E.E,_ - E\.

Jest to postac iloczynowa macierzy odwrotnej B~!. Podobnie obliczamy
' = (- ((P)'E,)E;1)-- By,
y' =E. (- (B2(Br1AY)) ).

Powyzsza metoda ma zastosowanie do duzych probleméw z macierzami rzad-
kimi.

Od czasu do czasu ciag przeksztatcen elementarnych moze by¢ zbyt dtugi,
wtedy dokonuje sie reinwersji, jest to podyktowane wzgledami pamieciowymi
i wlasnosciami numerycznymi (btedy numeryczne), czyli oblicza sie macierz
B! (rowniez 2B) korzystajac z oryginalnych kolumn macierzy A. Nastepnie
zastepuje sie aktualny dluzszy ciag przeksztalcenn elementarnych krétszym,
ktory prowadzi do macierzy B!,

Uwagi na temat tresci wykladu

Czes¢ wykladu zostala przygotowana na podstawie ksiazek [2, 1].
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