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Problem najkrotszej Sciezki

Dane: Graf skierowany spéjny G = (V, E), gdzie V jest
zbiorem wierzchotkéw, | V| = n, E jest zbiorem tukéw,

|E| = m, dwa réznione wierzchotki s € V (Zrodto) i t € V
(ujscie), nieujemne koszty tukdéw c. € Z,, e € E.

Zbidr rozwigzan dopuszczalnych jest nastepujacej postaci:

X ={p : pjestsciezkg od sdo t w grafie G }.
Funkcja celu (kosztu) f: X — Z,, f(p) = Yecp Ce-
Wyjécie: Sciezka p* takie, ze

H(p™) = min f(p).
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Model programowania liniowego

min ¢'x
1]
—1
Ax=|0 |5V (1)
_O_
x>0,

gdzie x € RIF jest wektorem | E| zmiennych decyzyjnych, ktérych
interpretacja jest nastepujgca:

|1 jeslituk e nalezy do Sciezki p*
710 w przeciwnym przypadku
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Model programowania liniowego...

Macierz A € {—1,0, 1}IVI*IEl jest macierzg incydencji grafu G.
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Model programowania liniowego...

Macierz A € {—1,0, 1}IVI*IEl jest macierzg incydencji grafu G.
Na przyktad:

A

€1 €2 €3 €4 €5 €g (& €g

s| 1 1 0 0 0 0 0 0
st 0 0 0 0 0 0 -1 -1
1]-1 0 1 1 0 0 0 0
2,0 -1 -1 O 1 0 0 0
310 0 o -1 0 -1 1 0
410 0 0 0o -1 1 0 1
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Model programowania liniowego...

Zadanie (1) jest szczegdlnym przypadkiem sformutowania
programowania liniowego dla problemu najtanszego przeptywu. Tutaj

e podaz w wierzchotku s jest rowna 1 i popyt w wierzchotku t jest
rowny 1,
e ograniczenia zadania (1) zachowuja przeptyw.
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Model programowania liniowego...

Zadanie (1) jest szczegblnym przypadkiem sformutowania
programowania liniowego dla problemu najtanszego przeptywu. Tutaj

e podaz w wierzchotku s jest rowna 1 i popyt w wierzchotku t jest
rowny 1,
e ograniczenia zadania (1) zachowujg przeptyw.

Okazuije sie, ze zachowanie przeptywu (czyli przeptywu 1 od s do f)
mozna wyrazi¢ za pomocg | V| — 1 warunkdéw (jeden warunek jest
zbedny - ten zwigzany z wierzchotkiem t).
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Zadaniem prymalne (P)

Zadanie prymalne (sformutowanie programowania liniowego problemu
najkrétszej sciezki):

min ¢’x
+1
0
(P) Ax= | . | |V][-1
0
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Zadaniem dualne (D)

Zadanie dualne do zadania (P) ma postac

MmaXxX 7g— Ty = Tg
T — T <Gy e=(i,j)e E
(D) Tt =0
T e RV

Zmienna 7; ma wartos$¢ zero, poniewaz ograniczenie odpowiadajgce
wierzchotkowi t w zadaniu (P) zostato usuniete. Zauwazmy réwniez, ze
w (D) zmienne dualne odpowiadajg wierzchotkom grafu G.
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Algorytm prymalno-dualny

Zastosujmy algorytm prymalno-dualny do problemu najkrétszej Sciezki -
dla postaci zadan (P) i (D).
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Algorytm prymalno-dualny
Zastosujmy algorytm prymalno-dualny do problemu najkrétszej Sciezki -
dla postaci zadan (P) i (D).
® c. >0, e € E, to pierwszym rozwigzaniem dopuszczalnym zadania
dualnego (D) jest rozwigzanie = = 0.

Zam
2



Algorytm prymalno-dualny dla problemu najkrétszej $ciezki
0O00000e0000000000

Algorytm prymalno-dualny
Zastosujmy algorytm prymalno-dualny do problemu najkrétszej Sciezki -
dla postaci zadan (P) i (D).
® c. >0, e € E, to pierwszym rozwigzaniem dopuszczalnym zadania
dualnego (D) jest rozwigzanie = = 0.
e Szukamy rozwigzania prymalnego x zadania (P) majgce sktadowe
Xe—(ij) = 0 tam, gdzie m; — m; < ¢y, czyli dgzyli do spetnienia
warunkéw twierdzenia o r6znicach dopetniajgcych.
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Algorytm prymalno-dualny

Zastosujmy algorytm prymalno-dualny do problemu najkrétszej Sciezki -
dla postaci zadan (P) i (D).

® c. > 0, e € E, to pierwszym rozwigzaniem dopuszczalnym zadania
dualnego (D) jest rozwigzanie m = 0.

e Szukamy rozwigzania prymalnego x zadania (P) majgce sktadowe
Xe—(ij) = 0 tam, gdzie m; — m; < ¢y, czyli dgzyli do spetnienia
warunkoéw twierdzenia o réznicach dopetniajgcych.

W tym celu dla ustalonego rozwigzania = wyznaczamy zbidr
indekséw ograniczen J w (D), ktore zaszty w postaci réwnosci, tj.

J:{e:(i,j)eE : 7T,'—7Tj:C,'j}.
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Zadanie ograniczone prymalne (RP)
Wspomniany x, jesli istnieje, jest rozwigzaniem optymalnym zadania
ograniczonego prymalnego (RP):

mn Y X
iel|V|-1]
+1
Ax + x4 = 0 V| —1
(RP) IR
0
Xe >0 ecd
Xe =0 e¢d
x>0 iel|lV]-1],

Zam
2

gdzie x# € RIVI=1 jest wektorem sztucznych zmiennych.
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Zadanie dualne do (RP) - zadanie (DRP)

Zadanie dualne do (RP) jest postaci:

max mg— M = Tg
mi—7m <0 e=(ij)ed
(DRP) T <1 ie V\{t}
Tt =0

x € RV
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Niejawne rozwigzywanie zadania (RP)

e Zadanie (RP), czyli poszukiwanie x dla ustalonego w, bedziemy
rozwigzywali niejawnie rozwigzujac zadanie (DRP) (korzystajac z
zaleznoéci miedzy zadaniami prymalnym i dualnym).

Zadanie (DRP) sprowadza sie one do problemu osiggalnosci
jakiego$ podzbioru wierzchotkéw z ustalonego wierzchotka w

grafie G.
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Niejawne rozwigzywanie zadania (RP)

e Zadanie (RP), czyli poszukiwanie x dla ustalonego =, bedziemy
rozwigzywali niejawnie rozwigzujac zadanie (DRP) (korzystajac z
zaleznoéci miedzy zadaniami prymalnym i dualnym).

Zadanie (DRP) sprowadza sie one do problemu osiggalnosci
jakiego$ podzbioru wierzchotkéw z ustalonego wierzchotka w
grafie G.

e Zauwazmy, ze 7 < 1 oraz funkcja celu (DRP) jest postaci g, ktorg
maksymalizujemy. Zatem prébujemy skonstruowac rozwigzanie
dopuszczalne w ze sktadowg 75 = 1. Jezeli nie istnieje Sciezka od s
do t w grafie G ztozona z tukdéw nalezacych do J, wtedy 7
konstruujemy przez propagacje 1 do wszystkich wierzchotkéw
osiggalnych z s (ale nie incydentnych z tukami nalezagcymi do J)
spetniajgc jednoczesnie ograniczenia m; — m; < 0 zadania (DRP).
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Niejawne rozwigzywanie zadania (RP)
tatwo zauwazy¢, ze rozwigzanie optymalne 7 zadania (DRP) jest
postaci:

0 jesli wierzchotek t jest osiggalny z wierzchotka i
TP = Sciezkg ztozong z tukéw nalezacych do J ieV.
1w przeciwnym przypadki
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Niejawne rozwigzywanie zadania (RP)
tatwo zauwazy¢, ze rozwigzanie optymalne 7 zadania (DRP) jest
postaci:

0 jesli wierzchotek t jest osiggalny z wierzchotka i

TP = Sciezkg ztozong z tukéw nalezacych do J ieV.
1w przeciwnym przypadki

Jesli w rozwigzaniu optymalnym 7 sktadowa 75 = 0 (wartos¢ funkgii celu

zadania (DRP) jest rowna zero), to optymalna warto$¢ funkcji celu
zadania (RP) jest rowna zero.
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Niejawne rozwigzywanie zadania (RP)
tatwo zauwazy¢, ze rozwigzanie optymalne 7 zadania (DRP) jest
postaci:

0 jesli wierzchotek t jest osiggalny z wierzchotka i
Sciezkg ztozong z tukéw nalezacych do J ieV.
1w przeciwnym przypadki

Al
I

Jesli w rozwigzaniu optymalnym 7 sktadowa 75 = 0 (wartos¢ funkgii celu
zadania (DRP) jest rowna zero), to optymalna warto$¢ funkcji celu
zadania (RP) jest rbwna zero. Zatem istnieje rozwigzanie prymalne x
zadania (P) majgce sktadowe x,—(; ;) = 0 tam, gdzie m; — m; < ¢; W
zadaniu (D).

Zam
2



Algorytm prymalno-dualny dla problemu najkrétszej $ciezki
000000000080 00000

Niejawne rozwigzywanie zadania (RP)
tatwo zauwazy¢, ze rozwigzanie optymalne 7 zadania (DRP) jest
postaci:

0 jesli wierzchotek t jest osiggalny z wierzchotka i
Sciezkg ztozong z tukéw nalezacych do J ieV.
1w przeciwnym przypadki

Al
I

Jesli w rozwigzaniu optymalnym 7 sktadowa 75 = 0 (wartos¢ funkgii celu
zadania (DRP) jest rowna zero), to optymalna warto$¢ funkcji celu
zadania (RP) jest rbwna zero. Zatem istnieje rozwigzanie prymalne x
zadania (P) majgce sktadowe x,—(; ;) = 0 tam, gdzie m; — m; < ¢; W
zadaniu (D). Z twierdzenia o réznicach dopetniajacych x jest optymalne
dla (P) (zadania najkrotszej $ciezki), a Sciezka z s do t ztozona z tukow
nalezgcych do J jest najkrotsza w G - STOP!
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Nowe rozwigzanie w zadania dualnego (D)

W przeciwnym przypadku poprawiamy rozwigzanie 7 zadania
dualnego (D):
m =7+ O,

gdzie ©1 wyznaczamy nastepujgco:
©1 =min{c; — (mj — ;) : e=(i,j) € J, 7 —7 > 0}.

Mozna zauwazy¢, rozwigzanie problemu najkrétszej Sciezki w grafie G
zostato sprowadzone do iteracyjnego rozwigzywania problemu
osiggalnoéci w tym grafie.
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Przyktad

2 4
Rozwigzania dualne 7 i 7, odpowiednio, zadan (D) i (DRP) znajduja sig
nad wierzchotkami grafow.

it=1 0 J =0 1 1

] '.\'/“91 =2 dla ey
O<I:>O = = 1o 40

[ )

0 0 1 % s =1
(D) ;7w =0,0,0,0,0,0] (DRP) : 7 =[1,1,1,1,1,0]

2
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Przyktad

2 4
Rozwigzania dualne 7 i 7, odpowiednio, zadan (D) i (DRP) znajduja sig
nad wierzchotkami grafow.

it=2
2 2 J =e 1 0
{er} . 5(«@1 =2 dla eg
2<I:j>0 = = 1o j 0
. 7o =1

o 9 1 %
(D) 7w =[2,2,2,2,2,0] (DRP) : 7 =

2

Zam
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Przyktad

Rozwigzania dualne 7 i 7, odpowiednio, zadan (D) i (DRP) znajduja sig
nad wierzchotkami graféw.

it=3
4 2 J ={ere 1 0
{er,e6} o~ .\ ? _ 0, = 1dla eg, e5
01 rrrr Y Ts=1

4 4
(D) i = [4,4,4,2,4,0] (DRP) : 7 =[1,1,1,0,0,0]

2
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Przyktad

2 4
Rozwigzania dualne 7 i 7, odpowiednio, zadan (D) i (DRP) znajduja sig
nad wierzchotkami grafow.

it=4
5 2 J ={er,eq,e4,€ 0 0
{7 64 5} o———1 @1:1dla62
5<I:>0 = = 1../%
h Ts =1

2

Zam
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(D) :m =[5,5,5,2,4,0] (DRP) : 7 = [1,0,0,0,0,0]
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Przyktad

1
2
Rozwigzania dualne 7 i 7, odpowiednio,
nad wierzchotkami grafow.

4
zadan (D) i (DRP) znajduja sie

it=>5 5 ) J ={er,eq,e4,e5,e2} 0 0
O—b’\
6 0 = = 0\—~ 0 STOP
0 0 s =0

Zam
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(D) :m =[6,5,5,2,4,0] (DRP) : 7 = [0,0,0,0,0,0]
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Wtasnosci algorytmu

Zdefiniujmy w dowolnym momencie dziatania algorytmu nastepujgcy
zbiér wierzchotkdw:

W = {ie V : tjestosiggalny z / $ciezkg ztozong z tukéw z J}
= {iE V 7;20}.

Witasnos¢
Wartos¢ zmiennej wr; nie ulega zmianie od momentu, gdy wierzchotek i
zostat dotgczony do W az do momentu zakoriczenia algorytmu.

Zam
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Wtasnosci algorytmu

Zdefiniujmy w dowolnym momencie dziatania algorytmu nastepujgcy
zbiér wierzchotkdw:

W = {ie V : tjestosiggalny z / $ciezkg ztozong z tukéw z J}
= {iE V 7;20}.

Witasnos¢
Wartos¢ zmiennej wr; nie ulega zmianie od momentu, gdy wierzchotek i
zostat dotgczony do W az do momentu zakoriczenia algorytmu.

Wynika od z faktu, ze 7, =0 im =7 + O 7.
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Wtasnosci algorytmu

Zdefiniujmy w dowolnym momencie dziatania algorytmu nastepujgcy
zbiér wierzchotkdw:

W = {ie V : tjestosiggalny z / $ciezkg ztozong z tukéw z J}
= {iE V 7;20}.

Witasnos¢
Wartos¢ zmiennej wr; nie ulega zmianie od momentu, gdy wierzchotek i
zostat dotgczony do W az do momentu zakoriczenia algorytmu.

Wynika od z faktu, ze 7, =0 im =7 + O 7.
Wartos¢ zmiennej 7; jest réwna diugosci najkrétszej $ciezki od i do t.
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Wtasnosci algorytmu...

Witasnos¢
Jezeli tuk e = (i,J) zostat dotgczony do J to nigdy nie opusci tego zbioru.

Zamy
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Wtasnosci algorytmu...

Witasnos¢
Jezeli tuk e = (i,J) zostat dotgczony do J to nigdy nie opusci tego zbioru.

Rozwigzanie dualne modyfikujemy nastepujgco: m := 7 + ©¢ 7.

Zam
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Wtasnosci algorytmu...

Witasnos¢
JeZeli tuk e = (i, ) zostat dotgczony do J to nigdy nie opusci tego zbioru.

Rozwigzanie dualne modyfikujemy nastepujgco: @ := 7 + ©4 7.
Niech " bedzie zmodyfikowanym rozwigzaniem, n’ := 7 + ©4 7.
Zauwaz, ze dla e = (i,j) € J mamy 7; = 0 i 7; = 0. Zatem je$li
mj — 7w = Cj, to rowniez x — 7rj’- = Cj.
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Wtasnosci algorytmu...

Witasnos¢
Algorytm wykonuje skoriczong liczbe krokow.
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Wtasnosci algorytmu...

Witasnos¢
Algorytm wykonuje skoriczong liczbe krokow.

W kazdej iteracji co najmniej jeden wierzchotek zostaje dodany do W.
Stad liczba iteracji wynosi co najwyzej | V.
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Uwagi na temat tresci wyktadu

Tre$C wykitadu w catosci zostata przygotowana na podstawie ksigzki

8 Christos H. Papadimitriou, Kenneth Steiglitz.
Combinatorial optimization: algorithms and complexity.
Dover Publications Inc., 1998.
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